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REMARQUE SUR LES INTEGRALES PREMIERES 
DES SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 


Par S. K. ZAREMBA, Krakéw 


§ 1. M. T. WAZEWSKI!) a posé la question de savoir quel 
est le plus grand nombre d’integrales premiéres indépendantes 
que peut admettre dans un domaine unicohérent un système 
de n équations différentielles ordinaires du premier ordre, 
n’ayant pas de singularités dans ce domaine et admettant 
une caractéristique fermée située dans le méme domaine. Pour 
n=1 il n’y a pas de tels systèmes d’équations, mais il peut ne 
pas être inutile de faire voir au moyen d’un exemple que pour 
n>1, ce nombre n’est pas inférieur à n—1, et tel est précisé- 
ment l’objet de la présente Note. Nous allons en effet con- 
struire un système de deux équations différentielles ordinaires 
du premier ordre, définies sans singularités dans une région 
fermée unicohérente, satisfaites par une caractéristique fermée 
située à l’intérieur de cette région, et admettant dans la to- 
talité de cette région une intégrale première douée de déri- 
vées partielles ne disparaissant simultanément en aucun point. 


§ 2. Nous allons d’abord décrire un procédé qui dans la 
suite nous servira deux fois à former dans certaines régions 
de Vespace des systemes de deux équations differentielles en 
même temps que certaines intégrales premières de ceux-ci, le 
tout satisfaisant à certaines conditions particulières. Plus pré- 
cisément, supposons que dans un voisinage, soit V, de la por- 
tion de surface définie par les relations 


(1) e+yt2=9, 
(2) 1<27<2, 


1) Sur les intégrales premiéres des équations differentielles ordinaires, 
dans le tome précédent de ces Annales, p. 145-161, Probléme 2, p. 157. 
Rocznik Pol. Tow. Matem, T. XVII. 10 
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quatre fonctions de la classe O° 1), p(a,y,2), &(x,y,2), 7(%,%,2) 
et C(@,y,z) soient données de telle facon que dans ce voisinage 
la fonction p(x,y,2) soit constante sur la surface (1) et que 
Videntité 


(3) (m, 9,2) ta), Hay) SE =O 


y soit partout satisfaite sans que ni le gradient de la fonction 
p(2,9,2), ni le vecteur (£(x,y,z), 7(@,%,2), &(@,y,2)) ne disparais- 
sent jamais dans V; supposons de plus que l’expression 


arctg = 


puisse étre considérée dans V comme une fonction univalente 
et continue du point (a#,y,2). Il s’agit maintenant de former 
quatre fonctions Q(x,y,2), L(æ,y,2), M(x,y,2) et N(x,y,2) de la 
classe 0” dans la région, soit R, définie par les inégalités (2) et 


(4) wy? +I 


de fagon que sur la portion de surface définie par les relations 
(1) et (2) les fonctions Q(x,y,2), L(x,y,2), M (x,y,z) et N (x,y,z) 
ainsi que leurs dérivées partielles de tous les ordres soient 
égales respectivement aux fonctions p(a,y,z), &(@,Y,2), n(2,Y,2) 
et C(w,y,z) et à leurs dérivées partielles correspondantes, et 
que dans toute la région R Videntité 
0) Lwa) E Hay) +N (09,2) —0 
soit satisfaite, sans qu’en aucun point de cette region ni le 
gradient de la fonction Q (z,y,2), ni le vecteur (L(x,y,2), M(x,y,2), 
N (z,y,2)) ne puissent s’annuler. 

Sans nuire à la généralité de nos considérations, il est per- 
mis de supposer que dans V on a identiquement 


[Elwy z) P+ En (a, y,2) P+ [0 (2, y,2)P=1. 
Dans ce cas, on peut encore demander qu’on ait 


(6) [L(0,y,2)P-+ UM (0,y,2)P-+LN (@,y,2)P=1 


1) C’est-à-dire admettant des dérivées partielles continues de tous 
les ordres. 
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identiquement dans R, ce qui réduit notre täche & définir la 
direction et le sens du vecteur (L(x,y,z2), M(x,y,2), N (@,%,2)) 
en tout point de R. Si, de plus, nous formons la fonction Q(a, y,2) 
de facon & avoir identiquement 


(7) 0Q/es=- 0, 
il nous suffira, grâce à (5), de déterminer la quantité 


M 
arctg FA 


en fonction du point de R; c’est précisément ce que nous 
allons faire. 

En effet, on peut toujours supposer le voisinage V assez 
restreint pour qu’il ne coupe pas le plan z=0 et que la relation 


99/22 +0 


y soit partout vérifiée; on peut même se borner au cas où l’on 
a partout dans V 
2p/22>0. 


On peut alors choisir les constantes a (a>0) et b de façon 
que dans V on ait 


| aVar+y+e2+b=o(a,y,2) quand 2+y?+2=9, 
| aVr?+y +2 +b<(a,y,z2) quand g#+y?+2<9. 
Soit alors. 


f(a,y,2) = al + +2 +b 


et soit t(x,y,z) une fonction de la classe C~ égale à l’unité et 
ayant toutes ses dérivées partielles de tous les ordres nulles 
sur la portion de surface définie par (1) et (2), mais nulle iden- 
tiquement en dehors de V et telle que 


%/oz>0 des que w#+y?+22<9}). 
Ceci étant, posons 


Q(x, y,2)=t(x,y,2) p(@,y,2) +1 —t(a,y,2)} -f (2,4,2) 


1) Pour la fagon de former de telles fonctions, voir par exemple 
A. Bielecki, Sur une généralisation d’un théorème de Weierstrass, tome X 
de ces Annales, p. 33-41. 


10* 
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dans la partie commune a V et R et 


Q(x, y,2)=f (@,y,2) 


dans tout le reste de R; un calcul immédiat montre que la 
relation (7) est vérifiée identiquement dans R. 


En posant 
M (2,9,2) 7 (2, Y,2) 
arct IT —t(@,y,2) arctg — 
Sy) U) 
dans la partie commune à V et R et 
M(x,y,2) 
arctg — IT — 
5 L(æ,y,2) 


dans le reste de R, et en demandant que les relations (5) et (6) 
soient vérifiées identiquement dans R, nous déterminons au 
signe près les fonctions L(x,y,2), M(x,y,z) et N(a#,y,z) dans 
toute cette région; en exigeant cependant que (1) et (2) en- 
traînent í 

L(2,9,2)=&(2,9,2), M(x, y,z)=7(2,y,2), 

on supprime cette ambiguité et il est clair que les fonctions 


Q(x,y,2), L(x, y, z), M(x,y,z) et N(x,y,2) que nous venons de 
construire répondent à la question. 


$ 3. En posant 

| æ= (3 +r cos 6) cosy, 
(8) y—=(3+rcos0)siny, 

| 2=rsin 0, 
nous introduisons un systeme de coordonnées curvilignes (7,9, 0) 
valable dans l’intérieur du tore correspondant à r=3 dans 
les formules précédentes. Le systeme d’équations différentielles 
qui, au moyen de ces coordonnées, s’ecrit 


(9) cos (0493) 20- sin (0+9 — 7)dp=0, dr=0, 


peut étre, en coordonnées cartésiennes, mis sous la forme 
WED NG LEO ts «Vif NOB... 
A(x,y,2) B(x,y,2)  C(x,7,2) 


où les fonctions A(x,y,2), B(a,y,z) et C(x,y,z) sont dé- 
terminées à un facteur arbitraire près. Nous supposerons 


(10) 
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dans la suite ce facteur choisi de facon que le vecteur 
(A(a,y,2), B(x,y,2), O(x,y,z)) ait le même sens que le vecteur 
ayant pour coordonnées curvilignes respectivement 


0, sin (+9 —2), cos (04 —?) 


et que sa longueur soit égale à l’unité. Les fonctions A (x,y,2), 
B(z,y,2) et C(z,y,2), qu’il est inutile de calculer explicitement, 
sont manifestement analytiques. 

Considérons le système d'équations (10) dans la région, 
soit R, définie en coordonnées curvilignes par les inégalités: 


| 1<r<2 


(R) |a <0<$a des que ĝn<g<ğn. 


vol 


Le systeme d’équations envisagé ne présente aucune sin- 
gularité dans ce domaine et il admet 7 comme intégrale pre- 
miére; on le constate immédiatement en examinant les for- 
mules (9). On trouve aussi une infinité de caractéristiques 
fermées contenues dans R,; en coordonnées curvilignes, leurs 
équations s’écrivent 

0+p=0, r=C", 


cette constante, d’ailleurs arbitraire, devant être contenue 
dans l’intervalle (1, 2). 

Cependant, la région Rı n’est pas unicohérente. Pour ob- 
tenir une telle région, nous allons ajouter & R, deux autres 
régions: une région R, déterminée par les inégalités 


(Rə) —1<2<1, [epy Vie 


(c’est la composante bornée de l’ensemble que Pon obtient 
en supprimant de la couche |z| <1 la partie intérieure au tore 
r=2), et une seconde région, soit R,, déterminée, en coordon- 
nées curvilignes, par les inégalités 


(Rg) 0<r<1, —$x<p<ia; 


la somme R,=R,+R,+R, est manifestement unicohérente. 
Nous allons maintenant définir dans toute la région R, des 
fonctions F (x,y,z), X(x,y,2), Y¥(x,y,2), Z(x,y,2) fournissant 
l'exemple annoncé dans le § 1. 


136 S. K. ZAREMBA 


Dans R,, nous faisons tout simplement: 


F(æ,y,2)=7, 
X (2,9,2)=4A(0,Y,2), Y(x,y,2)=B(x,y,2), Z(v,y,2)=C(a,y,2). 


Pour définir les quatre fonctions en question dans R,, on 
n’a qu'à transformer cette région et son voisinage par les 
formules 


a eles nl He en e3} AS 


cu en 3— Den) EFO 

la région R, se trouve ainsi transformée en R et il est facile 
de voir que le procédé décrit dans le § 2 peut être maintenant 
appliqué en remplaçant (x,y,z), E(æ,y,2), n(®,y,2) et C(m,y,2) 
respectivement par la fonction r et les composantes du vecteur 
(A (x,y,z), B(x,y,2), C(x,y,2)) transformé par la transforma- 
tion précédente. En. revenant à R, et en transformant en 
même temps la fonction Q(a#,y,z) et le champ de vecteurs 
(L(a,y,2), M(&,Y,2), N (2,y,2)) qu’on vient d'obtenir, on trouve 
(après avoir pris les composantes du vecteur du champ trans- 
formé) quatre fonctions définies dans cette région, que Pon iden- 
tifie respectivement à F(x,y,2), X(x,y,2,), Y(x,y,z) et Z(x,y, 2). 

On procédera de même dans R,; nous ferons correspondre 
au point de R, ayant pour coordonnées curvilignes r,0,p, le 
point de R dont les coordonnées seront 


Les fonctions F'(x,y,2), X (%,Yy,2), Y(@,y,2) et Z(æ,y,z) sont 
des fonctions de la classe C™ dans la région unicohérente Rọ. 
Le systéme d’équations différentielles 

OO anse OY dt OB 0. 

X(0,y2) Y(a,y,2) Z(x,Y,2) 
n’a pas de singularites dans R, et admet la fonction F (x,y,z) 
comme intégrale premiére. Cette intégrale premiére aussi ne 
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présente aucune singularité dans Rọ. Cependant, le systeme 
précédent d’équations admet une infinité de caractéristiques 
fermées contenues dans l’intérieur de Rọ; ce sont celles que 
nous avons signalées pour le système d’équations (10) dans F. 
L’exemple annoncé au début de cette Note est done construit. 


§ 4. Comme on pourrait se poser la question de savoir si 
un exemple de ce genre peut étre construit avec des fonctions 
analytiques, peut-étre vaut-il la peine d’indiquer brievement 
comment on peut remplacer les fonctions F (x,y,z), X (z,%,2), 

` Y(x,y,z) et Z(x,y,2) par des polynomes ayant encore les pro- 
prietes dont il s’agit. 

D’abord rappelons qu’on peut arbitrairement approcher 
dans Rọ la fonction F(x,y,2) ainsi que ses dérivées partielles 
du premier ordre au moyen d’un polynome, soit #*(x,y,2) 
et de ses dérivées partielles respectives+). Pour aller plus loin, 
désignons par z le vecteur dont les composantes sont X (x,y,z), 
Y(z,y,2), Z(@,y,2), par 7 le gradient de F(z,y,2) et par n* 
celui de F*(x,y,2). Posons encore 


t=t AT, 
à la suite de quoi le vecteur £ est parallèle au vecteur 7/5 
et a le même sens que celui-ci. Le vecteur o* étant une ap- 


proximation de © ayant pour coordonnées des polynomes, le 


vecteur 
t* —n+ N D* 


aura aussi ses coordonnées sous forme de polynomes, soit X*(x,y,z), 
Y*(@,y,2) et Z*(x,y,2), approchera en direction et en sens le vec- 
teur ¢ et sera exactement tangent aux surfaces F*(a,y,z)= 0". 
En supposant les approximations suffisamment bonnes, il 
est facile de démontrer que le systeme d’équations 
dz dy dz 


ainsi que son intégrale première F*(@,y,2), jouira dans R, de 
la propriété voulue. 


1) Voir par exemple Ch.-J. de la Vallée Poussin, Cours d'analyse 
infinitésimale, Tome II, 2° édition, Louvain-Paris 1912, p. 135, théorème I 
et p. 129-130, Remarque. 


ON BOOLE’AN FIELDS 
OF SUBSPACES IN AN ARBITRARY HILBERT SPACE. I. 


By O. NIKODYM, Warszawa 


This paper deals with closed linear manifolds in a HILBERT- 
HERMITE complex vector-space. Our purpose is to prove that 
each BooLe’an field composed of such manifolds can be ex- 
tended to a perfect field. (The definitions will be given in 
the sequel). The theorem holds both for separable and for 
non-separable spaces and will find application in subsequent 
papers by the author. I am indebted to Mr. J. v. NEUMANN 
for the valuable information that the theorem may be proved 
by his methods of week convergence and his theory of ,,Ope- 
ratorenringe“. Our proof is based on geometrical methods 
only and is independent of the general theory of operations. 
It uses only the properties of the projection of a vector on 
a subspace of the space considered. We shall recall some fun- 
damental properties of the Hilbert-space; this seems to be 
usefull, since the separability of the space is not supposed. 
The theorem and general idea of the proof were the subject 
of a communication at the TII. Polish Mathematical Congress 
in Warsaw 19377). 


§ 1. Preliminary concepts. 

1.1. Notations. Given any condition (propositional-function) 
p(-x-), we denote by &p(-x-) the set of all the elements a for 
which the proposition (-a-) is true. The symbol Zyf(-x,y-) 
denotes the relation which holds between the element a and 
the element b, if and only if the proposition y(-a,b-) is true. 


1) III Congrès Polonais de Mathématique, Warszawa 28 IX — 3 X 1937. 
Extrait des „Annales de la Soc. Polon. de Math.“ Tome XVI. Année 1937. 
Cracovie 1938, p. 191. 
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If a is a set, then @ denotes the power (cardinal number) of a. 
The proposition a@ea indicates that a is an element of the 
class a; a ea indicates that a does not belong to a. a -pb will 
say that a denotes, by definition, the same thing as b. The 
symbols aCb, aDb, a+b, a-b, where a,b are sets, have the 
usual meaning, as in the general theory of sets. 0 denotes 
the empty set, Z the universal set. Ia denotes the set com- 
posed of the only element a. 


1.2. We shall call abstract (or general) vectors the elements 
of a given not empty class of arbitrary mathematical things 
%,Y,..., provided that they are axiomatised as follows: 

The fundamental notions are: 

19 2=y, (x equal to y). 

2° w-+-y, (the sum of æ and y; this operation being always 
possible and giving a vector). 

30 4-2 or w-A (the multiplication of the vector æ by the com- 
plex number A; always possible and giving a vector). 

4° (x,y), (the scalar product of the vectors » and y; always 
possible and giving a complex number). 

Axioms: 

I. =a; if 2=y, then y=»; if =y, y=z, then 2—2. 

If z=o, y=y'’, A= then c+y=r'+y, À:m—=71.#", 
(æ,y)=(&',y"). 

Tl. 2+y=y+ a; a+ (y+2)=(2+y)+ 25 if &+y=2+ y", then 
y=y'; a+ y) = Av Ay; (A+ u)a= a+ un; A(ux)=(Au)r; 1-2=0. 

We deduce from these axioms the unitary existence of a spe- 
cial vector 0, called the null-vector, having the properties: 


2+0=2, 0-2=0 for every vector x. 

II. @,y)=(,®)}); G,y+2)=(G,y) +2); (x, Ay) = (x, y); 
(2,2) >0; (x,x)—0 is equivalent to æ—0. 

The set of all the vectors is called Hilbert-space ?). 


1) If a is a complex number, c=a+ib, then @ denotes the number 
a—ib. 

2) See f. inst. M. H. Stone, Linear transformations in Hilbert space 
and their applications to Analysis. New York (Amer. Math. Soc.) 1932. 
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We mention the following consequences: the substraction 
æ—y of vectors can be defined as the inverse operation to the 
addition of vectors. 

We put —a# 7 (—1)-e. We have (@+y,2)=(w,2)+(y,2), 
(Av, y)=A- (a, y). 


1.3. In the sequel we shall consider sets of vectors, but 
we shall us confine everytimes to sets H satisfying the fol- 
lowing condition of extensionality 1): if xe E and =a’, then 
wv e E. 


1.4. The non-negative number |a|=;)/(,«) is called the 
absolute value of x. The vector w is said to be normalized, if 
|z|=1. The following relations are very known: 


le+yj <]e]+]y|; (MINKowskr’s inequality) 
\(w,y)|<|a|-ly|,  (CAUCHY’S inequality). 


1.5. The number |z—y| may be called the distance of æ 
and y. This notion satifies all the conditions required for 
the notion of distance in the HAUSDORF’s metrical topology: 
le—yl=ly cl; |2—y|=0 if and only if s=y; 


|a—y| <|e—2| + |z—y]- 


1.6. The infinite sequence %1,%2,...,%n,.… may be said to 
converge toward ©, and w may be called the limit of {an}, 
s=lmo,, if 

lim ja—a,|=0. 
n00 


We have lim (®@n+Yn)=lim s, + lim yn, lim (Av,)=Alim a, 
whenever the limits limw,, limy, exist. If limaæ,—#, liny,=y, 
then lim(#,,y,)=(2,y), lim]|».|=]|z]. The proofs are based on 7.4 
and 1.5. 


1.7. The vectors &1,%3,...,%, (n>1), are said to be indepen- 
dent, if the relation >) 4)-a:=0 implies A1= As... —A,. 
Ei 


If for each natural number n there exist n independent 
vectors, the space is said to be of infinite dimensions. 


1) The term is borrowed from Russel et Whitehead’s, Principia 
Mathematica. 
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1.8. By 1.5 the Hilbert-space is a topological metrical 
space. It may be complete and separable or not; it may be of 
finite or infinite dimension. 


-1.9. Given any non-complete HILBERT-space, we can always 
make it complete by means of the following method borrowed 
from the CANTOR’s theory of irrational numbers. 

The infinite sequence {æn} of vectors may be termed fun- 
damental sequence if, whatever e>0 may be, we have |#,—2#m|<e, 
provided that n and m are sufficiently great. Two funda- 
mental sequences {#,}, {yn} may be said to be equivalent, if 
lim |æn—sm|=0. Now each saturated class of mutually equi- 


valent fundamental sequences may be called quasivector. The 
equality, the addition, the multiplication by a scalar, and 
the scalar multiplication for quasivectors may be defined in 
a very natural manner which imitates the definitions admitted 
in the CANTORS theory of irrational numbers. By 1.6 we obtain 
a new HILBERT-space which is complete and which contains 
a set of quasivectors perfectly isomorph to the given not com- 
plete HILBERT-space. Thus without loss of generality we can 
us confine to complete HILBERT spaces. 


1.10. In the sequel we shall suppose that the HILBERT- 
space is complete. Separability will not be supposed at all. It 
is easy to define a non-separable HILBERT-space. For instance 
call vector each transfinite sequence {az}, (a=1,2,...,0,...<2) 


of the ordinal type 2, such that the sum X laal’, is finite. 
a=1 


Of course there can exist only an at most enumerable number 

of not vanishing terms. The equality, the sum, the product 

may be easily defined; the scalar product of {ae} and {be} 

is y» Gu- be. It is easy to prove that the HILBERT space thus 
a=1 

defined is non-separable. 

1.11. Two vectors x,y are said to be orthogonal, if (x,y)=9. 
We shall write «| y. The only vector orthogonal to every 
one is the null-vector. The set of vectors {Se} is said to be 
orthonormal if |x.]=1 and sa | æg whenever a+ß. The ortho- 
normal set {Sa} is called saturated, if the relation æ, | y holding 


for every £a implies y=0. 
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If the space is separable, each orthonormal set is at most 
enumerable and vice-versa. 


1.12. Given an orthonormal set {#<} and a vector y, we 
call the numbers (Sa, y) the FOURIER-coefficients of y with res- 
pest to {x}, and the sum 

> (Gay Y) Ta 
the FOURIER-sum of y with respect to {ac}. 


1.13. In a Fourier-sum there are at most an enumerable 
number of terms different from 0. To show it, observe that, 
given any finit number of indices aj,...,a,, we have 


(1) [3 (ass) Las = Z eey). 


The relation |y—)\(#z,,y)@z,{ >0 gives at once, by (1): 
ANa, s 


(Gas y) >0, 


ly F Zar, 23 (Tass y) (y; Das) T2 
and then 


DC y)’ <ly] (BesseL’s inequality). 
s=1 


Thus the Fourier-sum may be always considered as an 
ordinary series. 


1.14. If the orthonormal set is saturated, we have 


Y=) (Ga, Y) Ta 

whatever y may be. 

The general proof is the same as in the case of separa- 
bility 1). 

1.15. By a linear manifold we shall understand every not 
empty set Æ of vectors satisfying the following conditions: 

1° if vw, yeH, then @-+yeEB. 

2° if weH, then A-zeZ for each complex number 1. 

Closed linear manifolds will be termed subspaces of the 
given HILBERT-space, and briefly subspaces or spaces. 

1) See the cited work of Mr. Stone. 
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Each subspace may be considered as a HILBERT-space, 
becauss his vectors fulfill all the axioms specified in 1.2. Trivial 
subspaces are 1) the whole Hilbert space, denoted by 1, 2) the 
null-space, containing the null vector only; it may be denoted 
by 0. A subspace different from 0 and J may be called a proper 
subspace. 


1.16. Given any not empty set E of vectors there exist 
the smallest subspace containing Æ. It may be termed: the 
subspace determined by E. To prove the unitary existence of 
this subspaces it suffices to take the common part of all the 
subspaces containing EB. 


1.17. Given any not empty vector-set H, the vector y may 
be called independent from E, if y does not belong to the sub- 
space determined by JL. 


1.18. Given a subspace a and a vector w, there exist one 
and only one vector y, satisfying the following conditions: 


yea, ı—y|z for every zea. 


This vector y is called the projection of « on a and it may 
be denoted by Proja# or briefly by £a. 

We shall give the outline of proof of the unitary existence 
of the projection, because we do not suppose the separability 
of the given Hilbert space. 


Let us consider the set of all the vectors +0, belonging 
to a, expanded in a transfinite sequence without repetitions: 


(1) 1 Do). Diy se 


We shall construct a new sequence by the following in- 
ductive manner. We put Y,77%- Suppose determined the 
vectors y, for each ordinal index less than a given a>1. Taking 
the set of all these vectors y,, and determining the smallest ordi- 
nal number a’, for which ++, is independent from it, let us put 
Yalu. The sequence 


(2) Vas Y 2) -Yoz «+ 


is thus perfectly determined. We prove easily that each vector 
(2) does not depend from the preceding ones and that each 
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vector (1) depends from (2). Now we transform (2) in a new 
sequence by means of a process analogous to the known ortho- 
gonalising process of SCHMIDT: Put 


Yan 

Sl 
Suppose defined the vectors z, for every y<a, where a>1. 
Suppose that the vectors z, constitute an orthonormal set 


and further, that the sets {y,} and {z,} determine the same 
subspace. Let us define 
Ya F Ve Cp Ya) Zy 
Ya 


A 
Let us denote by p, the space determined by the vectors yy. 
Since D'(2,,y,)-%,€p, and y,€p,, we have y+ 0. 
Further we have, by 1.6, 1.13 for any y’<a: 


Crad = pyy TEIL 


al 
= FAN —&,,y)1= 0, 


which proves that 2. | 2, for y’<a. We have |2.|=1. Evidently 
the sets LATE {2,92 determine the same subspace. The above 


argument shows that 
219 299 Roy ++» 


is an orthonormal set, determining the subspace a. 
This being stated, let us take the vector # and put 


(3) Ya 2 Gt) "Da. 


It may be shown that yea and that »—y is orthogonal 
to each 2. and therefore to each x. Thus y is a projection 
of x on a. There exist only one such a projection. If we 
suppose that y’,y’’cea and that w—y’ and w—y” are both 
orthogonal to any vector in a, we have y’—y’ea and 
therefore (e— y’, y’—y")=0, (a@—y", y’— y")=9, which gives 
Q—y",y—y")=0, i. e. y’=y". 
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1.19. The formula (3) furnishes us different properties of 

the projection. Let us mention the following ones: ; 
Proj,(£+y)=Proj.2+ Projay; Proj.(A2)=4Proj.2; 
[Proja2|<|a|; (Projax,y) = (x, Projay); Proja Projav= Projet; 
if limw,=#, then lim Projg#,=Proja. 


1.20. Two subspaces a, b are said to be disjoint, if they 


have no common vector excepted the vector 0. They are said 
to be orthogonal (a_| b) if every vector of a is orthogonal to 
every vector of b. Orthogonal spaces are always disjoint. 

The vector œ is orthogonal to a, (x | a) if æ is orthogonal 
to each vector of a. 


1.21. If a | b and ¢ is the space determined by the set 
a+b, then 
Proj.2=Proj,2+ Projsz, 


and if wea, then Proj,a=0. 
Tf wec then there exist one and only one decomposition 
s=x' +g", where s'ea, seb; we have #2’ =Projax, æ''—Proj,æ. 


1.22. If 1° {aa} is a set of mutually orthogonal spaces; 
2° a is the space determined by the set X aa; 
39 vel; 4 
then 
1) Projsæ—= 2 Proja,; 


2) |Proja2|"= > [Proja sl”. 


1.23. We call abstract or general BOOLE’an field each not 
empty set of arbitrary elements a,b,... if we admit the fol- 
lowing axiomatisation 1): 

Fundamental notions: 


1. a=b (the element a equal to b). 

2. aCb (or bDa), (the element a is included in b, the ele- 
ment b includes a). 

3. a+b (the sum; operation always possible and giving an 
element). 


1) See A. Tarski, Zur Grundlegung der Boole’schen Algebra. I. Fund. 
Math. XXIV (1935), pp. 177-198. 
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4. a-b (the product; always possible and giving an element). 

5. coa (the complementary or negation of a; always possible 
and giving an element). 

6. O the null-element. 

7. I the universal element. 


Axioms. 

. a=a; if a=b, b=c, then a=c; if a=b, then b=a; 

if a=a’, b=b’, then a+b=a’+b', a-b=a'-b’, coa—coa'; 
. aCa; if aCb, bCe, then aCe; 

a=b if and only if aCb and bCa; 

. aCa+b; bCa+b; if aCe, bCe, then a+bCe; 

. a-bCa; a-bCb, if cCa, cCb, then cCa-b; 

. a-(b+¢)=a-b+a-¢; a+b-c=(a-+c)-(b-+-c); 

0Ga; act; 

a-coa=0; a+ coa=1. 


1.24. It follows from these axioms that a+b=b-+a, 
a+(b+c)=(a+b)+c, a-b=b-a, a-(b-c)=(a-b)-¢. If we put 
a—b=a-cob, we see that all the formal properties of abstract 
sets hold for the elements of a BooLE’an field. Of course 
the symbol vea is meaningless. 

We mention the de MORGAN’s laws: 


> 


co(a+b)=coa-cob, co(a-b)=coa+cob. 
Two elements a, b are said to be disjoint, if a-b=0. 


1.25. The Boour’an field is said to be perfect if we intro- 
duce infinite operations: 


co co 
Ian [] an 
=l n=l 


satisfying the following conditions: 
10. if anCb, (n=1,2,...), then X anCb; amC X an} 
n=1 n=1 


11. if bCa,, (n=1,2,...), then bC] an; [] anCam; 
n=1 n=l 


12,93, (bees): b+ [] an= T] (0+ an). 
n=1 n=1 TE n= 


This paper deals with a realisation of BooLE’an fields: 
its elements are subspaces of a given complete HILBERT-space, 
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§ 2. Finit operations on spaces. In the sequel we shall 
consider subspaces of the given HILBERT space J. We shall 
speak briefly ,,spaces” and denote them by latin latters a,b,e,... 
Vectors will be symbolised by 2,9,2,... 


Definition 2.1. A space a is said to be contained in the 
space b, if each vector of a belongs to 6. We shall write aCb, 
or bDa, and call a subspace of b. 

Evidently aCa, 0Ca, aC1. Further, the relations aCb, 
bCe imply aCe. The inclusion of spaces is a particular case 
of the inclusion of vector-sets. We shall use some operations 
on spaces: 3 


Definition 2.2. By the product a-b of two spaces a, b we 
shall mean the largest closed space e contained in a and 6 
together. 

It is easy to see that there can exist at most only one such 
a closed space ¢ and it may be shown, in a simple manner, 
that a-b is identical with the set of all the common vectors 
of a and b. 

The multiplication of spaces is commutative and associative: 
a-b=b-a, a-(b-c)=(a-b)-c. We have also the following relations: 
a-l=a, a-0=0, a-a=a, a-bCa, a-bCb. If aCb and a’Cb’, we 
have also a-a’Cb-b’. If a-b—0, the spaces a, b are disjoint, 
and vice-versa. The product of two spaces is a particular 
case of the product of vector-sets. 


Definition 2.3. By the sum a+b of two spaces a, b we 
shall mean the smallest closed +) space e containing both a 
and b. 

Obviously there can existe at most only one space c veri- 
fying that condition and it is easy to prove that a+b coin- 
cides with the closure of the set of all the vectors w+ y, where 
wed, yeb. 

It is interesting to mention that Mr. Stone has given an 
example of two spaces a, b, for which a+b differs?) from 
the set of all the vectors 2+y, where wea, yeb. 


1) Mr. Stone, l. c. (p. 21) uses the notation: a@b. 
2) Stone, 1. c. p. 21-22. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 11 
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i We verify easily that the following relations are true: 
a+0=a, a+1=1, ata=a, a+b=b-+a, a+(b+c)=(a+b)-+e 
and this space is equal to the closure of the set of all the vectors 
v+Yy-+2, where cea, yeb, zec. Further we find: aCa+b, bCa+b; 
if aCb, a’Cb’, then a+a’Cb+b’. 

Observe that, though the inclusion a-c+b-cC(a+b)-c holds 
always, the relation a-c+b-c=(a+b)-e is generally not true. 
The following theorem is obvious: 


Theorem 2.1. If a’ | b, a’’ |b, we hawe also (a’'+a’’) | b. 


Theorem 2.2. If a, b are orthogonal, then a+b coincides 
with the set consisting of all the vectors x+y, where wea, yeb. 


Proof. Denoting the set in question by M, we have: 
(1) MCa-b. 


Let zea+b=M; there exist a sequence (2,}={®.+yn}, where 
W@n€A, Yneb, 2n—>z. Since Yn=(Zn—Ln) | 4, Cn—(2n—Yn) b, we 
have %,—=ProjaZn) Yn—=Projs2. We know, by 1.19, that the ope- 
ration of taking projection is a continuous one. Therefore 


Projaz= lim Projazn, Proj,z=lim Proj, Zn, 


from which it follows that the limits limw,, limy, exist. The 


spaces a, b being closed, we get limw,ea, limy,eb and hence 
z=limz,=limaw,+limy, eM. 


This being established, (1) completes the proof. 


Theorem 2.3. If a,b,e are mutually orthogonal spaces and 
if p=a+b, q=b-+e, the space p+q coincides with the set of 
all the vectors x+-y, where æep,y eq. 

Proof. We have p+qg=(a+b)+(b+c)=a+(b+b)+c= 
—(a+b)+c. Since al c, ble we have also (see theor. 2.1) 
(a+b)_|c. On account of the theor. 2.2, p+q is identical with 
the set of all the vectors x+y, where zea+b=p, yecCb+c=q. 
Consequently the set p+g is contained in the set r of all the 
vectors #’+y’, where w’ep, y'eq. Since p+q=7 and p+qCr, 
it follows 7Cr and therefore 7=r, which gives p+q=r. 
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Definition 2.4. Given any space a we call the comple- 
mentary of it, coa, the set of all the vectors which are ortho- 
gonal to a. 

It may be easily sean that coa is a space. This is a con- 
sequence of the fact, that the relation limz,=a# implies 


lim (2,4) =(@,y) for any vector y, (see 1.6). 


We have co0=1, col=0, co(coa)=a, a-coa=0, a+coa=1; 
if aCb, then coadcob. 


_ Definition 2.5. We call difference a—b of spaces a,b the 
space a-cob. 


Theorem 2.4. We have for any spaces a, b: 
co(a+b)=coa-cob, co(a-b)=coa-+ cob. 


(These formules are analogous to the known DE MORGAN’s 
law’s of the formal logic). 

_ Proof. To prove the first formula, suppose ®ecoa: cob. 
We have z la, «|b, which gives (theor. 2.1) æ | (a+b). It 
follows 

(1) coa-cobCco(a+b). 


Conversely, if weco(a+b) we have æ | (a+b), hence x | a, 
xb, for a, b are contained in a+b. Hence x is orthogonal 
to each vector belonging to a and b, and consequently, æ | (a-b), 
which gives æeco(a-b). The relation co(a-+b)Cco(a-b), thus 
obtained, gives, on account of (1), the required equation. 
The second relation of the theorem follows from the first by 
taking the complementary. 

We shall now establish some auxiliary properties of the 
operation introduced above. 


Lemma 1. If aCb, then b=a+(b—a). 
Proof. The relation 
(1) a+(b—a)Cb 


is obvious, for aCb, b—a=b-coaCb. To prove the converse 
inclusion, let x<b. Take y=Projae. Since aCb and yea, we 
have yeb. On the other hand, on account of the definition 
of the projection (7.18), we have ©—y | a; hence æ—yecoa. 
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It follows: «—yeb-coa=b—a. Since w=y+(#—y) and yea, 
æ—yeb—a, we conclude that zea+(b—a). Thus we obtain 
bCa+(b—a), which combined with (1) gives the required 
equation. 


The lemma thus established gives at once the equation: 

Theorem 2.5. a=a-b+(a—a-b) for any two spaces a, b. 

Let us observe that the equation a—b=a—a-b is not true 
everytimes, as we may easily see by means of simple examples. 


Theorem 2.6. If (a—a-b) | (b—b-a), we have a—b=a—a-b, 
b—a=b—b-a. 

Proof. The inclusion 
(1) b—aCb—b-a 


follows from b-aCa, which gives coaCco(b-a). 

To prove the converse inclusion, suppose web —b:a. 
We have «w|(b-a); then by the hypothesis and theor. 2.1, 
wv |b-a+(a—a-b). Hence, by theor. 2.5, w | a. Since veb, 
æecoa, we get vweb-coa—=b—a. It follows 


(2) b—b-aCb—a. 
The relations (1) and (2) give together 
b—b-a=b—a. 
The second identity of the theorem is quite analogous. 
Theorem 2.7. If (b—a-b) | (a—a-b), then 
(1) b=a-b+ (b—a) 
(2) a+ b=a-b+(a—b)+(b—a). 


Proof. The relation (1) follows from the known identity 
b=a-b+(b—a-b), (theor. 2.5) by application of the preceding 
theorem 2.6. 

To prove the second, observe that 


a=a-b+(a—b), b=a-b+(b—a) 
hence 
a+b=a-b+(a—b)+(b—a). 
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Theorem 2.8. The relation (b—a-b)-(a—a-b)=0 is always 
true. 

Proof. If æeb—a-b, æ+0, we have wea-b, hence wea, for 
if not, it would be wea, web and consequently æea-b, which 
is impossible. Hence wea—a-b, for a—abCa. Therefore if 


> 


xe(b—a-b)-(a—a-b), we have necessarily æ—0. 


§ 3. Field of spaces. The operations having been intro- 
duced and their general properties established, we define 
a fundamental notion, which will be the object of the present 
paper. 

Definition 3.1. We shall terme field of spaces every not 
empty class S of subspaces of the given HILBERT-space 1, 
fulfilling the following conditions: 

1° if aeS, then coa es, 

2° if a,beS, then a-beS, 

3° if a,beS and a-b=0, then a | b. 

(The reader may notice that the condition 2° can be re- 
placed by „if a,beS, then a+beS”, which amounts to the 
same). 

In the sequel of the present § we shall consider a given 
fixed field 8. 


Theorem 3.1. 0eS, 1eS. 


Proof. In fact, S beeing not empty there is a certain 
space a belonging to S. Then coaeS, and therefore a-coa=0eS. 
Since /=c00, we conclude that eS. 


Theorem 3.2. If a,beS, we have a—beS and a+beS. 


_ Proof. The first ot these relations follows from the identity 
a—b=a-cob. To see the truth of the second, it is sufficient 
to observe that a+b=co(coa-cob) (see theor. 2.4). 

Previously we have observed ($ 2) that for any three spaces 
a,b,c, the identity (a-+b)-c=a-c+b-c is not generally true. 
But we shall see, that it is always verified for any spaces of 
a given field. To prove it we shall first establish a lemma, 
which will be also applied much more later. 
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Lemma. If a,b,c are mutually orthogonal spaces and if 
a=a:-d+(a—d), b=b-d+(b—d), c=c-d+(e—d), then 
(a+b+c)-d=a-d-+b:d-+c-d. 

Proof. We have 
a+b+c=a-d+(a—d)+b-d+(b—d)+c-d+(c—d), 
where the six spaces on the right are mutually orthogonal. Let 
wed-(a+b+e); hence wed, æea+b+c. Applying the known 

property of the projection, we get: 
©=Proj...0+Proj._40+Proj,..0+Proj,_u0+Proj..0+ Proj._aw. 

But Proja at= Proje aæ—=Projea=0, for ved. Thus our 
equation reduces to: 

æ= Proja.av-+ Projy.aev+ Proj.a®, 
hence wea-d+b-d-+e-d. It follows that: 
(1) (a+b+c)-dCa-d+b-d+.c-d. 

From the other side we have a-dC(a+b+c)-d, ete., since 
aCa+b-+e ete. Hence 
(2) ad-+ bd+-cdC(a+b-+-c)-d. 

The relations (1) and (2) give the required identity. 

Theorem 3.3. If a,b,ceS, then (a+-b)-c=a-c+b-e. 

Proof. Observe first that given any two spaces p,q of 8, 
we have, according to theor. 2.8, (p—p-q):(q—p-q)=0 and 
then, on account of the condition 3° of the Def. 3.1 
(p—p-q) | (a—p-g). This gives (theor. 2.7) p=p-q+(p—q), and 
p+q=p:q+(p—q)+(q—p). This having been observed, we have 

a+b=(a—b)+a-b+(b—a), 
where the spaces on the right are mutually orthogonal. The 
lemma proved abowe gives therefore: 

(a+b) -e=(a—b)-e+a-b-c+(b—a)-¢ 
=[(a—b)-c-+a-b-c]+[(b—a)-c+b-a-c] 
=[a-c-cob-+a-b-c]+[b-¢-coa+b-a-e] 
=[(a-e—b)+(a-e)-b]+[(b-e—a)+(b-c)-a], 

therefore, since a-c, b-c belong to S, 
(a+b)-c=a-c+b-e. 
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Theorem 3.4. The operations of addition, multiplication, 
substraction and of taking the complementary when applied to 
spaces of a given field and in connexion with the relation of in- 
clusion of spaces have all the fundamental formal properties hol- 
ding for the analogous logical operations for abstract sets. 


It follows from the theorems proved above. 

The fields of spaces is thus an analogon of an additive class of sets, 
and therefore it is possible to introduce the notion of measure for spaces), 
This will be made in subsequent papers by the author. The following pro- 
blem seems to be interesting: Suppose we have defined the multiplication 
and the addition of spaces as before. Suppose that for a class of spaces 
we have axiomatised the complementary in such a manner that the axioms 
of the Boole’s algebra are satisfied*). We ask whether it is possible to 
define the scalar product (x,y) of vectors in such a manner, that the class 
of spaces in question be a field. 


§ 4. Infinite operations on spaces, Till now we have dealt 
exclusively with finite operations applied to spaces. In order 
to treat also the infinite ones, we introduce the following 
definition: 


Definition 4.1. Given any infinite sequence {an} of spaces, 
we call their sum Žoan the smallest closed space including 
each a, and, See, we call their product m a, the largest 

n=1 


closed space included simultaneously in each an. 

The infinite sum and product are well determined and 
they existe always, as we shall prove it at once. 

First we shall see that there can exist at most only one 
such a smallest closed space, which includes every a,. Sup- 
posing indeed, that a’, a” are two such spaces, we have a Ca, 
because a’ is the smallest space. For the same reason we 
have also a’Ca’; hence a’=a’”. 

It remains only to establish the existence of the sum. We 
do it by proving the following theorem, which will be also 
used in the sequel. 


1) O. Nikodym, Sur la mesure vectorielle ER additive dans 
um corps abstrait de Boole. Acad. Roy. de Belgique, vol. XVII. 
2) See A. Tarski, l. c. 
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.. Theorem 4.1. If {an} is an infinite sequence of spaces, 

then putting bna a1+...+ an, (n=1,2,...), the sum Ya, coincide 
n=1 

with the set b of limits of all the convergent sequences {ap}, 

where ænebn. 


Proof. We begin by proving that b is a closed space. Given 
any two vectors z,y belonging to b, we have 


æ—=limæ,, where z,eb,, 


n 
y=limy,, where Ynebn. 


Hence 2+ y=lim(a@,+ yn). Since &„+Yneb„, we have w+ yeb. 


Similarly taking any number 2 and choosing any vector x 
of b, we have w=limz,, where 2,¢b,; hence Av=lim(Ag,). 


The vector Aw, belonging to bn, it follows that As eb. Thus we 
have proved that b is a subspace of the given Hilbert space J. 

Now we must show that b is closed. Suppose that 2,eb, 
(n=1,2,...), limz,=z. We have z2,—lime,, for conveniently 


chosen vectors Zn,kedr, (K=1,2,...). 

Let e>0; we have |z—z,|<e/2 provided that n>u(e), 
where u(e) is a certain number depending from e. Similarly 
en —2nxl <e/2, if k>v(e,n). Now, fixe n>u(e) and find »(e,n); 
we obtain for k>»(e,n): 


|2—2nel<e,  2nrebx. 


Choosing ¢,,—>0, we can thus find a sequence of vectors ém, 
(m=1,2,...), where Em €by,,,) (kı<ka<...) in the manner as to have 


J2z—Em|<ém- 
+ Since b,Cb,C..., we obtain, by repeating — if necessary — 
vectors Em, a sequence {n,} of vectors, where n,eb,, (s=1,2,...) 
and limy =z. This proves that b is a closed set of vectors. 


It is obvious that a,Cb, for if vea,, we have X ebn, Tebn+1,... 
which gives æ—limxeb. To prove the property of minimum 
for b, suppose b’ be a closed space including each a,. We shall 
prove that bCb’. We have, indeed, given any vector yeb, 
y=limy, for some y„eb„. Since b,Cb', we have also y,eb', 


and therefore yeb’, because b’ is closed. Thus we have established 
the relation bCb’ which completes the proof of the theorem. 
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The theorem 4.1 beeing thus established, we have proved, 
at the same time, the required unitary existence of the in- 
finite sum. 

The existence of the infinite product need no explicite 
proof, for it is quite clear that the product coincide with the 
logical product of sets represented by the spaces in question. 
The demonstration of the theor. 4.1 gives at the same time 


the following corollary: 


Theorem 4.2. For any sequence {dn} of spaces we have 


Ddan= Sbn where br= J an, 


n=1 n=l i=1 


and where S denotes the logical sum of the sets b„ of vectors. 


Obviously the infinite sum posesses the property of illimited 
commutation and assotiation and the same can be stated 
about the infinite product of spaces. 


Theorem 4.3. If a, | b, (n=1,2,...), we have Yan i-p: 


Proof. Let ye2 Š an. By tbe theory. 4.1 there existe a se- 
quence {Yn} of rectors such that Yne Day 1 y= =lim Yn. The hypo- 
thesis Gn_|_b, (n=1,2,...) gives eas 2. 1 ) 2 2 a; | b for any n; 


hence y, | b, from which it follows that Fil The vector y 
being an sn vector of the sum, the theorem is proved. 


Theorem 4.4. For any sequence {any of spaces we have 


co co 
co X an= [|] coan. 


n—1 n=1 
Proof. Since a,C N an, then 
n—1 
604; co Y a, (=12,.); 
n=1 i 


and therefore, by the definition of the infinite product 


(1) I] co a; Dco X an. 
1 n=1 
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To show the converse inclusion let us take well CO An. Wo 
have wecodn,, (n=1,2,...), which gives æ | an Gonsieasntly 
© al > Gn, (see theor. 4.3); therefore xeco Ya. Thus we have 
obiski the inclusion 7 

Ji CO anC co Ÿ am 
which combined with (1) completes the proof. 

Theorem 4.5. The equation co I] an= Y 000, holds for any 
sequence {an} of spaces. AN TA 

Proof. Putting b„=7C0 4„, we have from the former theorem 


co Dh Il cob,. 
n=1 


n=1 
Taking here the complementary, we find at once the re- 
quired equation. 
Two important auxiliary theorems to be need in the se- 
quel are the following ones: 


Theorem 4.6. If a, b,x (i,k=1,2,...), belong to a field 8, 
then 
Sen PA = > a; -bz. 
i=l i,k=1 


m 


Proof. Take ana X an Ùm ar 2, br (n,m=1,2,...). 


Denoting by S the ordinary logical summation of vector- 
sets, we have in view of theor. 4.2: 


2 di San She Son. 


m= 


It follows from them, by account of identity of the nee 
and our special multiplication of spaces: 


(1) Yar 3 DUREE (ue § ab bi: 


m=1 n.m=1 
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But 


S an-bn= S S Sab; 


nm! s=1 Fa q=1 


ae S (Sa). (Sw 


s=1 p=1 


since a;CasC..., CC... 
Hence 


Now using the hypothesis that a,, 6, are spaces of the 
field, we have, by theor. 3.4: 
D ap > b,= x ap-b 
p=1 q= p,q=1 
Hence 


S an bm = S 2 pba, 


nm=1 s=1 p,q=1 
and therefore from (1) we get, using the theor. 4.2, 
oo co TORRENT 
dar Lx =S Sab = 3 Š ap-b 
1 k=1 s=1 p,q=1 s=1 p,q=1 


The infinite summation being associative and commutative, 
we get finally: 


Sar Sm= Yar br. 


=í ik=1 


It may be noticed that the law of distributivity 


is but a particular case of the theorem just established. 


Theorem 4.7. If a,b, (i,k=1,2,...) are spaces of a field 8, 
then 


JI di + II b= [] (ait bp). 
i=1 k=1 1,k=1 
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Proof. Putting a;77coa, brg cob: and applying the pre- 
ceding theorem, we get: 
Lau X be= X tbk, 
i=1 k=i H eal 
because abres. By means of the laws of DE MORGAN we can 
write it (theor. 4.4, 2.4): 


co co co 
co |] a;-co [] bs = co [] (ai+ bz), 
i=l BI i,k=1 


which gives, by taking the complementary on both sides, the 
required identity. 


_, § 5. Perfect field of spaces. The field of spaces consti- 
tutes a realisation of the abstract BooLE’an field and is 
analogous to an additive class of abstract sets. Now we shall 
define the analogon of a perfect additive class of sets, as it 
is considered in the general theory of measure. We obtain 
thus a realisation of the abstract complet Boole’an field. 


Definition 5.1. We shall call perfect field of spaces every 
not empty class K of subspaces (of the given HILBERT-space 1), 
having the following properties: 

19 if aeK, then coaeK; 

2° if fan (n=1,2,...) are spaces belonging to K, then 


18 


ane K, (condition of perfect additivity); 
1 


3° if a,beK, a-b=0, then a | b. 

We see immediately that every perfect field is also an 
ordinary field. This definition admitted, we put our principal 
problem as follows: 

Given any field S, is it possible to find a perfect 
field K such that S is contained in K. 

The problem is much more complicated, than the analogous 
problem for sets, just owing to the condition 3°, which causes 
some difficulty. Notwithstanding the answer, as we shall see, 
is positif. Having done a field S, we shall find K by successive 
construction of more and more amplious fields and by means of 
the transfinite induction. But first we shall prove some auxiliary 
theorems and, for this sake, we shaJl introduce some auxiliary 
notations. 


it 
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Definition 5.2. We agree to say, that a space a is op the 
type Z, resp. IT, if there exist spaces a,¢S, such that a= > am 
resp. = Il an. In à similar manner we call a a space of the 


n=1 
type XII, resp. IZ, ifthere existe spaces a;,¢S, such that 


a= 3 Da, resp. a=[] À aux 

We mn speak the! ne a is of ambiguous type, if it is 
simultaneously of the type ZII and HX. 

This definition admitted, the theorem 4.6 states that the 
product of two spaces Z is also a space of the type Z. The 
theor. 4.7 says that the sum of two spaces JT is also a space 
of the type ZI. The above may be written in the following 


symbolic manner: 
Z-ZCZ, IT+IICII. 


Theorem 5.1. If a and b are both of the type XII, their pro- 
duct a-b is also of the same type XI, i. e. ZII-ZIIC LIT. 
Proof. Given two spaces 
a= » Il aix, WE Il bir, 
i=1 k=1 i=1 k=1 
where Qik On ES, (i,k—1,23...), let us put 


co co 
all lisky di II Dir 
k=1 k=1 
n n 
Cn at È Cis Gea: 
= | 
On account of the theor. 4.2 we have: 


a. b= Se Sina Se. Sa 


m=1 p=1 i=1 =1 


(1) = 50:4, = 24:4, 
= z3 
We have : A H 
Cp -Ap=(C1+... + 6p) (d1+ ---+ dp), 

and then, the spaces c;, d; being of the type JJ, both factors 
on the right are also, by iheor. 4.7, of the same type JZ. It 
follows that ¢,-d, is of the type H, and consequently, by (1), 
the space a-b is ZI. The theorem is thus proved. 


160 0. NIKODYM 


By taking the complementary we obtain from the above 
the following 


Theorem 5.2. If a and b are spaces of the type IIX, their 
sum a+b is also of the same type ITZ: 


U2+HZCI2. 


We state also the following theorem, whose proof is im- 
mediate: 
Theorem 5.3. - ZI- ZIIC ZT, 
IZ - END: 


Theorem 5.4. If S is a field of spaces, the set 8’ of all spaces 
derived from S and of the ambiguous type, is also a field. S’ 
includes 8. 

Proof. Each aeS can be written in the form 


and thus SCS’. 

To prove that S’ is a field we shall verify that all the con- 
ditions 1°, 2°, 30 of the definition 3.1 are fulfilled. 

If aeS’, then ais ZIM and therefore, by the theorems 4.4, 4.5, 
coa is ZIZ. Since a is also MX, then coa is XIM. The space coa 
is thus ambiguous and, consequently, it belongs to S’. The 
condition 1° is thus satisfied. 

Given any two spaces a,beS’, they are both HX, and there- 
fore, by the theor. 5.3 a-b is also MX. The spaces a,b are also 
ZII, hence, on account of the theor. 5.1 a-b is also XIM. Thus 
a-beS’, which gives the condition 2°. 

It remains only to prove that given any two disjoint spaces 
a,b of 8’, they are orthogonal. Let us give two spaces 


co co oo co 
a= Dy II Qi,ky b= >» [] bir 
i=1 k=1 El Si 


where 4dix,b;,¢S and suppose that a-b=0. To prove the 
orthogonality of a and b, it suffice to prove, in a general man- 
mer, the folloving proposition: 


(1) „Given two spaces p= -flpo q= =[]4 where p,q,eS, the 
relation p-q=0 implies | D UIS Hia Tn fact, suppose it done. 
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Since [laxCa, []b;,xCb, the relation a-b=0 implies 
k=1 k=1 
Mars: Il b;:—0. On account of the hypothesis we can conclude 
k=1 k=1 
that [Jain | []b;. (j=1,2,...). Applying the theor. 4.3 we 
k=1 k=1 


deduce a1 []b;e (j=1,2,...), which gives, by means of the 
k=1 


same theorem, a | b. 
Thus we proceed to the demonstration of the proposition (1). 
Put 


n m 
an |] P» bm I] 4- 
i=1 ri 


We have d1 943... bD b29... and p= Í] an, q= Í] bm. 
n=1 m=1 


Let wep, yeq we have veda, yeb Cbg, where B<y. The 
spaces p,q, belonging to the field S, we have 


a= a+ da+ (a.—b;) 
by=by-da+ (by—aa), 


where ax-bg | (a«— be), by-&x L (b,—a.). Hence 
Proja 0 = TO) qu 2092 + Projq,.— bg 
Proj} y= Projy,,. aað FF Projp,—aa y. 
It follows for the scalar product: 
(1) (Proja, 2, Projp y) = (Projq,..,2, Projp,.ac¥) + 


+ (Pr0}q,,.b5%, Projp,—acy) Tr (Proja,_;%; Projp,.aa¥) Ar 
+ (Pr0ja.—_ 55%, Proj, _ au Y)- 
But 
(@a—b3) - (b,—a.)= Ga - C0 bg -by - C0 da= 0, 
whence (a;—bg) | (b,—a.), which gives 
(2) (Projq,,— 5%; Projp,_ac¥)=9. 
Further we have (da-bg) | (b,—a.); and so 


(3) (Proj,,. ba, Proj,,_a. y) a 0. 
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Finally 
Aua —bg= 4.606; Ca. :-Ccob,C CO by, 


because B<y implies bg5b, and therefore cob;C cob,. Hence 
(@a—bg) | b, and consequently (a.—b;) | by-de. 

Hence 
(4) (Pr0jq,,—b3, Projy,...)=0. 


Taking (2), (3), (4) in (1) we obtain: 
(Proj.„2, Projy,y) = (Pr0ja..05%, PrOjb,. au Y)- 
Now, having fixed a, let us make y—oo. Since 


lim Proj,,y=Proj,y and lim Projy,. aa Y= Pl0jg.a.Yı 
D ? 


we get ` 
(Pr0ja.2,%) or (PrOjau-bg?, Projg.aaY) 
which implies 


\(Proj,„2,Y)| < |Proja,..b3%| 2 |Projg.a.¥| 


5 à 
(8) <_|e]- [Proig.acy/l- 


Let us take a—oco. The inequality (5) becomes 


\(w,y)| < læ] - |Proj,., yl- 


Since, in view of the hypothesis, we have p-q=0, we have 
[Proj,.»y]=0, and then (x,y)—0, which gives x | y. The 
theorem is thus established. 

The ambiguous spaces forming a field we can apply to 
them all the ordinary rules, analogous to the rules of the al- 
gebra of sets. 

Remark. By means of the theor. 5.4 it is easy to prove 
the following theorem: S being a field, the set S’’ of all the 
spaces d1-C0b1+...+an-C0 bn, (n=1,2,...) where a,b; are of the 
type X is also a field. Evidently SCS’’CS’. 


Theorem 5.5. If 81,S2,...,So,...)Sa,... is any well ordered 
set of fields such that each of them is included in the following 
ones, then the logical sum of all a is also a field. 


The proof is immediate. 
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All this being established, we proceed to the proof of 
the main theorem: 


Theorem 5.6. Given any field S of spaces there exist always 
a perfect field B which includes 8. 


Proof. We start from the given field S,=—S and define 
the well ordered set S1,S2,...,So,...,Sa,... in the following in- 
ductive manner. Admitting already defined all the fields Sy, 
where <a, we consider two cases. If a has no immediate pre- 
decessor we put S« identical with the logical sum of all the Sg. 
If a has an immediate predecessor a—1, we define S, as the 
class of all the spaces a, each of which is expressible in the 
form 


where 4;r,@ire Sa. 

The theorems 5.4, 5.5 assure that all the Sae are fields. It is 
clear that the relation a<f implies S«C 8g. 

If 2 is the smallest transfinite ordinal number of the po- 
wer X the logical sum of all the S«, where a<Q, gives a field B. 

We shall prove that B is a perfect field. Given any se- 
quence {an} of spaces belonging to B, there, existe ordinal num- 


bers {an}, for which An € San: Putting bard ‚Im WO have a,eSy 
for 8,CS;. The sum Sa belonging to a we conclude at 
once, that SaneB. The theorem is thus established. 


‘Having a field S, consider the class I of all perfect fields 
including S. As it may be easy shown, the common part of 
all these fields J’ is also a perfect field including S. That com- 
mon part is identical with the perfect field B constructed in 
the proof of the preceding theorem. It is the smallest perfect 
field including S. By analogy with borelian sets we put the 
following definition: 


~ 


Definition 5.3. The smallest perfect field including the gi- 
ven field $ is called the BoREL’an extension of S. By theor. 5.6 
this extension exist always. 


Rocznik Pol. Tow. Matem, T. XVII. 12 
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. Definition 5.4. If A is any not empty class of closed 
subspaces of the given HILBERT space J, we define Ya as 


ae A 
the smallest closed space including each a belonging “to 4A, 
By the product IL a we mean the largest closed space in- 


cluded in every a Forren to A. 

We see at ones that the above definition generalize the 
previous notions of finite and infinite sum resp. product of 
spaces. It is easy to see, that the sum resp. product, if it exist, 
is well determined. In order to prove the existence of the pro- 
duct Il a, consider the set b of all the vectors w, where ze a, 


Er acA. The set b is a subspace of J. We have indeed, 
if æ,yeb, acA: 


æ,yea, and therefore 2+uyea 


for any complex numbers A, u. The set b is closed, because, 
if æeb, &.—x, we have ænea for any acA and hence gea.. 
Thus b is a closed space included in every a. Suppose b’ to 
be a closed space, which is included in every a. Each vector 
y of b’ belonging to every a, belongs also to b. It follows, 
that b’Cb. Thus we have shown that b=/]a, and therefore 


the existence of the general product is established! To prove 
the existence of the sum, consider the class B of all the closed 
subspaces b of J, each of which includes every aeA. Such 
a space does exist, for Z satisfies the above condition. Take 
the general product car Il b. We shall prove that c is the 


required sum. Let aeA. Since aCbeB for any b, it follows 
that aC II b i.e. aCe. Now suppose that the ed space c’ 


includes Mary acA. Then c’ belongs to the class B; hence 
eCe’. The existence of the general sum is thus established. 


Theorem 5.7. If 1 is a separable Hilbert-space and B 
a perfect field of closed subspaces of 1, then given any not empty 
subclass M of B, the spaces 


do belong to B. 
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Proof. Suppose all elements of M be well ordered: 
Aly Day «005 Ag e13 bay see 


We derive from this sequence an another transfinite se- 
quence by the definition: 
bar, 2, as, conformingly to the def. 5.4. Evidently the 


alien a’<a” implies beCbe. We construct an another 
transfinite sequence by the following inductive definition: 
We put € =; bı Suppose defined all cg, for B<a. Then we 
define c. as to be equal to b,, where y is the smallest ordinal 
number for which ge) 2 Qi, 2 6, n. b. if such a number 


exist. If not, the process do finish. We see at once that, if 
a'<a'', we have ¢CwCée, Cu cu. Clearly È a= 20 If 


a’<a”’<a’' the spaces Gar — Ca, Car —6Car are a and 
both different from 0. 

From the above it follows that the transfinite sequence 
Cty C2 +. Cwyees Cas Must finish for an index <Q, for, if not, 
there will be an not denombrable set of mutually orthogonal 
spaces different from 0, which is impossible on account of 
the separability of the HILBERT-space. Thus Sc. is a sum 


containing at most an enumerable number of terms. Conse- 
quently that sum, i.e. Sa belongs to B. 
aeM 


An analogous reasoning may be used to prove that [JaeB. 
aeM 


12* 


EINIGE SATZE UBER DIE EXTENSOREN 


Von AKITSUGU KAWAGUCHI, Sapporo, Japan 


Es ist wohlbekannt, dass eine skalare Funktion D (vin w) 
von Komponenten beliebiger kontravarianter und kovarianter 
Vektoren vip, w] (A=1,2,...,H; u=1,2,..,L) im N-dimensio- 
nalen Raume als eine Funktion Pot, on an ore) nur ihrer 
Skalarprodukte o/=v/,w\"! und, im Falle H>N bzw. L>N, von 
den Verhältnissen of*"Y baw. t} 43 der Determinanten von 
der Gestalt lwin Pan bzw. jwl#ıl...wln]| dargestellt werden 
muss, wenn die funktionale Form der Funktion ® unter jeder 
regulären Punkttransformation von der Klasse » im Raume 
æi=x'(x") unverändert bleibt, d.h. 

Diz» wt) =@ (vip wil), 
wie auch die Vektoren viw! gewählt werden mögen. 

Das Hauptziel dieser kleinen Arbeit ist, den oben erwähnten 

Satz auf den Fall der Extensoren zu verallgemeinern. 


1. Unter dem Extensor!) verstehen wir den Tensor in 
bezug auf die erweiterte reguläre Punkttransformation längs 
einer Kurve y'=’ (t): 


w= x(x"), 
æ'=Xix", 
"(1)i i)i ‘4 Di er 
(1) 2 m ® = Xia Oru Xira + 
D (MI XD Or, a= 0,1, 2, ery M, 


1) Der Name „Extensor“ ist zuerst von H. V. Craig eingeführt 
worden. H. V. Craig, On tensors relative to the extended point transformation. 
American Journal of Mathematics 59 (1937), 764-774. 
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wobei wir einfachheitshalber setzen: 


i ai atl Í 
zu =, za te a" 2 
t 


(2) di“ ST: dis 4 
pts ow" x® Oi 5 
dar r? (or = EC 


Mithin transformieren sich zum Beispiel die Komponenten 
des gemischten Extensors 7';/;, dritter Stufe von Ordnung M, 
der exkontravariant einer Stufe, exkovariant einer Stufe und 
kovariant einer Stufe ist, bei der erweiterten regulären Punkt- 
transformation folgendermassen: 


Tl T 54 Xi XEN, XB 


(a)r 


Aus den Grössen x ergeben sich die Beziehungen 


ar. CE al ger See x 
(3) o 2 a i 
= Xf für a= f 
=0 für a<B, 
und für das Produkt der zwei Punkttransformationen &=2'(a”), 
æ= g" (x!) bestehen 
Kor Kon Xiu 


Da die Determinante |X(3!| (—die Indizes a und f laufen 
über die Werte 0,1,...,M@ und gleichzeitig die Indizes 7 und r 
über die Werte 1,2,...,N—) den Wert |X} hat und dieser 
von Null verschieden ist, so existiert die umgekehrte, erwei- 
terte, reguläre Punkttransformation. 

Für einen kontravarianten Vektor vi und einen kovarianten. 
Vektor w; haben wir eine und nur eine Art der Uberschiebung 
e=v'w,. Es ist bemerkenswert, dass dagegen für einen ex- 
kontravarianten Extensor erster Stufe von Ordnung M V“ 
und für einen exkovarianten Extensor erster Stufe von Ord- 
nung M Wọ nicht eine, sondern M-+1 Arten der Überschie- 
bungen 1) vorhanden sind: 


(4) zu) | A VEE Wy. 


p=A 


1) H. V. Craig, a. a. 0. A. Kawaguchi, Some intrinsic derivations in 
a generalized space. Proceedings of the Imperial Academy 12 (1936), 149-151. 
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2. Zur Vorbereitung wollen wir zuerst einige Sätze!) vor- 
führen. 


Satz 1. Die N(M+1) Grössen V“, a=0,1,...,M seien die 
Komponenten eines exkontravarianten Extensors erster Stufe 
von Ordnung M, dann sind die N(K-+1) Grössen V”, 
a=0,1,...,K(SM) Komponenten eines exkontravarianten Ex- 
tensors ee Stufe von Ordnung K. 


Das folgt unmittelbar aus der letzten Beziehung von (3). 


Satz 2. Lassen wir die N(M-+-1) Grössen Wai, a=0,1,...,M 
die Komponenten eines exkovarianten Extensors erster Stufe 
von Ordnung M sein, dann bilden die N(K-H1) Grössen 


a) Wu-xrai?), A=0,1,...,K(SM) die Komponenten 


eines exkovarianten Extensors erster Stufe von Ordnung K. 

Beweis. Der Satz wird aus der ersten Beziehung von (3) 
bewiesen. In der Tat kann man sogleich aus den Transfor- 
mationsgleichungen des Extensors 


(5) W u—K+ej= TAD ery Wer 

wegen der letzten Beziehung von (3) ersehen, dass man 
B=Z>M— = +a. 

setzen darf. 


Setzen wir somit 
y=ß—(M—K), 
dann können die Gleichungen (5) een umgeschrie- 
ben werden: 
Wu-x+e, = X NW uE. +7,19 

1) Diese Sätze über den Extensor erster Stufe können leicht zu sol- 
chen über den Extensor beliebiger Stufe erweitert werden. Zum Beispiel: 

Satz. Die N®(M-+-1)(M’+1) Grössen Up a=0,1,..., M; 8—=0,1,..., M’ 
seien die Komponenten eines Extensors zweiter Stufe, exkontravariant erster 
Stufe von Ordnung M und exkovariant ersier Stufe von Ordnung M’, dann 
sind die N?(K-+1)(K’+1) Grössen Fr pi ee Only oes 
T=0)1,....K (KM, KM") die PAS US eines Extensors zweiter 
Stufe, exkontravariant erster Stufe von Ordnung K und exkovariant erster 
Stufe von Ordnung K”. 5 

2) Kapitalindizes, welche in einem Glied mehrmels erscheinen, werden 
nicht summiert. 
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die nach der ersten Beziehung von (3) in 


M—K 2 1 E 
Wu-x44j= a en ZU Wukr.r 


übergehen. Daraus geht hervor 


M—K+A)! »(M—K+y)! 
(6) ee Wurm nn Wu-ry,n 


was die Richtigkeit des Satzes beweist. 

Wegen des Satzes 1 und des Satzes 2 erkennen wir ohne 
Schwierigkeit, dass die Grössen ol“) in (4) Skalare sind. 

Satz 3. Wenn die N(M—K) Komponenten v“, a=0,1,..., 
M—K-—1 eines exkontravarianten Extensors erster Stufe von 
Ordnung M alle gleich Null sind, so formen die N(K+1) Grössen 

= \—1 
(2 AES) yur T=0,1,..,K, welche aus den übrigen 
Komponenten des Extensors gebildet werden, die Komponenten 
eines exkontravarianten Extensors erster Stufe von Ordnung K. 

Beweis. In den Transformationsgleichungen des Extensors 


(7 ) y“ ER Kir RZ 
dürfen wir annehmen, dass 
B >M —K, 


denn die Glieder, in denen die Grössen V”, 6=0,1,..., M—K—1 
enthalten sind, sind in der rechten Seite wegen der Hypothese 
des Satzes alle gleich Null. Somit können wir auf Grund der 
letzten Beziehung von (3) setzen: 


a>M —K. 


Setzen wir daher 
T=a—(M—K) und ö=ß—(M-—K), 
dann sind 


Vee K+T, fen ee Ta r 
$ (M—K-+T)...(£-+1) parts. 
A (M—-&+5)...(&+1) 9 L 
© IUM—K)! ri pry ME)! pures 
KT" =X MKi" i 


Die letzten Beziehungen beweisen den Satz. 
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Satz 4. Die N(M—K) Komponenten Wa, a=K-+1,..., M 
eines exkovarianten Exiensors erster Siufe von Ordnung M seien 
alle gleich Null, dann sind die übrigen N(K-+1) Komponenten 
Wa, a=0,1,...,K des Extensors die Komponenten eines ex- 
kovarianten Extensors erster Stufe von Ordnung K. 

Der Satz folgt aus der letzten Beziehung von (3). In der 
Tat dürfen wir wegen der Hypothese des Satzes in den Trans- 
formationsgleichungen 

Wa= Xi War 
so ansehen, dass SSK. Somit erhalten wir aus (3) auch aSK, 
und die Behauptung des Satzes ist deswegen richtig. 


3. Fassen wir die Sätze 1 und 3 bzw. Sätze 2 und 4 zu- 
sammen, so lauten sie: 


Satz 5. Wenn die N(M—K) Komponenten V“, a=0,l,..., 
M—K-—1 eines exkontravarianten Extensors erster Stufe von 
Ordnung M alle gleich Null sind, so bilden die N(@-+1) Grössen 


ae si 
a De yen! T=0,1,...,4(SK) die Komponenten 
eines exkontravarianten Extensors erster Stufe von Ordnung G. 
Satz 6. Die N(M—K) Komponenten Wa, a= K-+1,...,M 
eines exkovarianien Extensers erster Stufe von Ordnung M 
seien alle gleich Null, dann sind die N(@+1) Grössen 
(Ba) Wx-c+ai, A=0,1,...,4(SK) die Komponenten eines 
exkovarianten Extensors erster Stufe von Ordnung G. 
Aus -den Sätzen 5 und 6 ergibt sich ohne weiteres 


Satz % Es seien V“ bzw. Wa die Komponenten eines ex- 
kontravarianten bzw. eines exkovarianten Extensors erster Stufe von 
Ordnung M bzw. M' und die N(M—K) bzw. N(M'—K') Kom- 
ponenten V“, a=0,1,....M—K—1 bzw. Wa, B=K’+1,...,M’ 
alle verschwindend, dann ist 

= 
of -K,K)= N (4) veiw, für M—KSK'—G, 


a—K'—G 
(8) M—K+G 


M-K, E= Y (g) V" Wows für M—KEK'—G 


a=—=M--R 
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ein Skalar, wobei @ eine beliebige ganze Zahl mit der Beschränkung 


0<@=Min(K,K') 
ist, und wir setzen 


H=K+K'—M—G und H=M+G-K-K. 


Beweis. Aus Satz 5 und 6 erkennen wir sogleich, dass 


die Gréssen DEEE np) pe bzw. E He +) Wr_6+rÿ 


T=0,1,....@ die Komponenten eines exkontravarianten bzw. 
eines exkovarianten Extensors erster Stufe von Ordnung @ 
sind. Somit ist 


G 
= Ÿ Han à 7) ee Be à] yeti Were 
== 


ein Skalar. Nun setzt man 
a=y+K'—-—G für M-KsK—G 
=y+M-K für M—K=E=K'—G, 


dann ergibt eine leichte Berechnung 


o=(y_E) E,K) für H= 


M—K 
=(% 6) PEE) für H=: 


Der Satz ist jetzt bewiesen. 
(8) ist eine Erweiterung von (4). Denn, setzen wir 


K=K'=M, M—G=A, a=f, 


dann wird der Skalar (8) 
M 


(M, M)— > (Ar Was 
g=A 


das nichts anderes als (4) ist. 


4. Wir wollen jetzt daran gehen, den Hauptsatz zu beweisen. 
Betrachten wir eine skalare Funktion (S"!,V{j, Wi) einiger 
 Skalare S” und einer Zahl von exkontra- und exkovarianten 
Extensoren erster Stufe von verschiedener Ordnung Vin, WH, 
und setzen voraus, dass die Funktion ® bei jeder erweiterten 
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regulären Punkttransformation (1) auch in funktionaler Form 
invariant bleibt, d. h. 


(9) Os", vi, Wy) = D, vi, Wie), 


wie auch die Skalare S” und Extensoren Vip W gewählt 
werden. Wir lassen K die grösste von den Ordnungszahlen M; 
und M, der Extensoren Via und wi} sein und wählen polhe 
Extensoren Vin und wy! aus den Extensoren Viz, und wi, 
dass sie von höchster Ordnung K sind. Wenn die An- 
zahl der Extensoren Vi grösser als N ist, dann werden die 
Vektoren a 1) alle durch willkürliche N Vektoren View 
o=1,2,..., N unter den Vektoren Vi linear dargestellt: 


(10) Viv je 0% Vrai ? 
wobei of ein Skalar ist und ein Verhältnis zweier Determi- 
nanten von der Gestalt 
ms LT ; Ur ET) MN “(kh 
(11) ox =|V i- Vio- kW to- Vial / Pt. Via) 
sein soll. Denn wir dürfen annehmen, dass die-N Vektoren Pia 


linear unabhängig sind, da die Extensoren Viy willkürlich 


"gewählt werden können. Die Komponenten var des Extensors 
von Ordnung K 


(12) De 
sind wegen (10) gleich Null, somit sind die Grössen 


(13) a V POS KA 


nach Satz 3 die Komponenten eines Extensors von Ordnung 
K—1. Ersetzen wir 


(14) Vi= (1) Ian + ot Vig r'=0,1,...,K 


in ®, dann ist die Anzahl der exkontravarianten Extensoren 
Vio von Ordnung K, welche in Ø enthalten sind, höchstens N. 
Wenn die Anzahl der Extensoren W}/! von à Ordanne K grösser . 


1) Aus Satz 1 ersehen wir PTE dass PU ja) die Komponenten eines 
exkontravarianten Extensors erster Stufe von ran Null, d.h. eines 
gewöhnlichen kontravarianten Vektors sind. 
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-als N ist, dann wählen wir, in ähnlicher Weise wie oben, 
N linear unabhängige Vektoren we unter den Vektoren wie} 1) 
und stellen dar: 

(10’) ws W Why 
wobei : 
1) - Wu... We Wkly pa wi iW, „win 


ein Skalar ist. Nach Satz 4 sind dann die Grössen 
(13°) WH = wy we p=0,1,....K—1, 


die Komponenten eines Extensors von Ordnung K—1. Er- 
setzen wir somit 


(14°) www, B=0,1,...,K 


in ®, dann ist die Anzahl der exkovarianten Extensoren wiy 
von Ordnung K, welche in ® enthalten sind, höchstens N. 
Wie dieses Verfahren zeigt, soll die durch Ersetzung von (14) 
und (14’) erhaltene Funktion ® als die Funktion von neuen 
Argumenten unter jeder erweiterten reguliren Punkttransfor- 
mation (1) in funktionaler Form auch unverändert bleiben, 
wenn sie sich als die Funktion von alten Argumenten genau 
so verhält. 

Wegen der obenerwähnten Tatsache dürfen wir ohne 
Schaden der Allgemeinheit voraussetzen, dass die Funktion ® 
die höchstens N exkontravarianten sowie die höchstens N 
exkovarianten Extensoren Vj, wy! ‚erster Stufe von höchster 
Ordnung K enthält, während die in ® enthaltenen Extensoren 
von niederer Ordnung als K mehr als N sein mögen. 

Wenn wir die in (9) umgeschriebene Beziehung 


DS", Via, WENDEN, XV ia, X Wir) 
nach X differenzieren, bekommen wir wegen (3) 


IÐ wi @ 
Me 


3 Tae 2 3 wi P= TTA) 


(15) 0= WEN: x] 


1) Setzen wird K=O in Satz 2, so kommen wir leicht zu dem Schluß, 
dass die N Grössen wi l, j=1,2,.... N die Komponenten eines Extensors 
von Ordnung Null, d. h. eines ne Vektors sind. 


174 A. KAWAGUCHI 

da die Differentiation der Beziehung X, X{}'—6)6;, die für 
zwei einander umgekehrte, erweiterte, reguläre Punkttrans- 
formationen entstehen soll, nach Xj uns liefert 


ôs ôk Ò- Xs+ Xs Ea E 


damit 
P) 


am” X Gs = Kir X= — 8; Oe Xi Xs 


gelten. (15) führt uns durch os von X=6 zu 


(16) eye = ww. 
av, Er 
Da die Extensoren Vi) bzw. W$? willkürlich gewählt wer- 
den dürfen, kann ohne Schaden der Allgemeinheit angenommen 
werden, dass die Vektoren Vii bzw. wi 1) voneinander linear 
unabhängig sind und auch die Determinante 


w= Iw wj=1,2,... (SN) 
von Null verschieden ist. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass 
die Grössen 0®/ Vinh 7=1,2,...,N die Komponenten eines ko- 
varianten Vektors sind, und es muß der Vektor wegen (15) durch 
Vektoren WW linear ausgedrückt werden: 


(17) 
Wenn das nicht der Fall ist und die Vektoren 


To= vT Au Wig! 
von den Vektoren WẸ; linear unabhängig sind, dann gewin- 
nen wir T} Ay 0, das mit der linearen Unabhängigkeit der 
Vektoren Vj; im Widerspruch steht. Wir ziehen nun die 
Skalare 
(18) = VW 


1) Die Anzahl der Vektoren Vin bzw. wie x kann Oh « oder kleiner 
als N sein. 
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in Betracht und sehen diese Beziehungen als ein System von 
linearen Gleichungen mit Unbekannten von an; dann kann 
man das System wegen W0 in bezug auf diese Unbekannten 
lösen. Die Lösung besitzt die Form 


K—1 
1 wi 
19) Véi= 7 (ee b VW wi ei vw) 
8—0 


i=L+1 


wobei W% das algebraische Komplement des Elementes wi 
in der Determinante W bedeutet. Wir setzen die rechte Seite 
von (19) an die Stelle von Vi‘ ‘in © und stellen die nach dieser 
„Ersetzung abgeleitete Funktion ® durch Y dar; dann ent- 
stehen auf Grund von (17) für j>Z 


BP ob Wh wi) a oD 
ave, ove, W OV ie 
ej amills We Wis + So Da) 
Vi 
da Wk) We = SW ist. Ausserdem folgt aus (16) 
ow D zu Ww , 29 
We 
OD yum We, 06 
~~ awe AT" 


Deswegen enthält ¥ wirklich die Argumente Vip) und 
nicht. Das besagt, dass die betreffende Funktion ® von den 
Skalaren, in denen die Skalare aus den Formen (11), (11’) 
und (18) enthalten sein mögen, und von den Extensoren von 
nur niederer Ordnung als K abhängen soll. 

Also können wir durch Induktion behaupten !) 


1) Ein spezieller Fall von Hauptsatz 1 sowie von Hauptsatz 2 ist 
schon von demselben Verfasser bewiesen worden. A. Kawaguchi, On the 
contractions of extensors. Proceedings of the Imperial Academy 14 (1938), 
237-241. 
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Hauptsatz 1. Es sei eine skalare Funktion (V(x, WEP) 
einer endlichen Zahl der exkontra- und der exkovarianien Exten- 
soren erster Stufe von verschiedener Ordnung Via wi mit der 
Eigenschaft gegeben, dass sie bei jeder erweiterten regulären Punkt- 
transformation auch in funktionaler Form erhalten bleibt, wie auch 
die Extensoren gewählt werden; dann muss ® als die Funktion 
von nur Skalaren von den Formen (11), (41’) und (18) dargestellt 
werden. 


Auf ganz analoge Weise kann man beweisen: 


Hauptsatz 2. Wenn ein gewöhnlicher Tensor T (Vii, WW) 
einer beliebigen Stufe von den Komponenten einer endlichen Zahl 
der exkontra- und der exkovarianten Extensoren erster Stufe von” 
verschiedener Ordnung Vin wy) abhängig ist und bei jeder erwei- 
terten regulären Punkttransformation auch in funktionaler Form 
unverändert bleibt, wie auch die Extensoren gewählt werden; 
dann muss T von nur Skalaren von den Formen (11), (11’) 


und (18) und von einigen gewöhnlichen Vektoren abhängig sein. 


Hauptsatz 1 suggeriert, dass die Skalare, die wir aus Ex- 
tensoren erster Stufe aufzubauen imstande sind, wesentlich 
nur von den Arten (11), (11’) und (18), folglich auch (4) sein 
müssen. 


Juli 1938. 


SUR QUELQUES POINTS CONCERNANT 
LA NOTION DU COMITANT 


Par St. GOŁĄB, Kraków 


Le but du présent travail est: 1) de préciser dans le do- 
maine de la théorie moderne des objets géométriques la no- 
tion bien connue et depuis longtemps employée, notamment 
la notion du comitant, 2) de définir les notions du comitant 
propre (pur) et du micro- et macrocomitant, 3) de donner deux 
théorèmes fondamentaux se rapportant à la „pureté“ des co- 
mitants d’un certain type. 


§ 1. Soit donné un espace analytique R avec un pseudo- 
groupe © des transformations. Nous dénotons les points va- 
riables de l’espace R par Æ, les systèmes „admissibles“ des 
coordonnées par B 1). 

Si au point 5, et à chaque système B correspond d’une 
façon univoque une suite (finie ou infinie) de nombres: 


(1) (9 Lil 9 et 


nous disons alors qu’au point S, est défini un objet 2. Les 
nombres (1) sont appelés les composantes de cet objet par 
rapport au systeme B. 

L’objet 2 s’appelle un objet géométrique, si la connais- 
sance des composantes dans un certain systeme des coordon- 
nees B, et la connaissance de la transformation, qui conduit 
de B, à un autre système quelconque B,, permet d’évaluer 


1) Le lecteur qui veut se mettre au courant de la théorie d’objets 
géométriques soit renvoyé au travail de MM. Schouten et Haantjes, 
On the theory of the geometric object. Proc. of the London Math. Soc. Ser. 2. 
Vol. 42 (1937), p. 356-376. 
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les composantes dans le système B,. Symboliquement notons 
cette circonstance comme suit: 


(2) Q, =f" (Qi; Ti), 


si T nous symbolise cette transformation qui conduit de 
B, à B.. 
Supposons qu’on à donné une suite des fonctions: 


(3) F"(2',#,...) y=1,2,... 


de tant de variables indépendantes combien de termes posséde 
la suite (1). 2 étant un objet, le système des équations 


(4) Q =F'(Q',0”,...) 


définit un objet nouveau 2*. Comme, notamment, les nom- 
bres (1) sont attachés d’une maniére univoque au systeme B 
et les F” représentent les fonctions univoques, alors à chaque 
systéme B correspondera au moyen de la relation (4) une et 
une seule suite des composantes 2*. 


Définition 1. Dans les circonstances énoncées plus haut 
nous dirons que l’objet Q* est un comitant de l’objet Q. 


Remarque. Si les suites (1) et (3) ont un nombre fini de 
termes (ce sont justement les cas les plus importants), alors 
le nombre de termes de la suite (3) est complétement indé- 
péndant du nombre de termes de la suite (1). 


Définition 2. L'objet Q* sera appelé un comitant propre 
(ou pur) de l’objet Q, si Q* est un objet géométrique. 


Remarque. Nous verrons plus tard que Q peut être un 
objet géométrique sans que le soit son comitant 2*. Récipro- 
quement il peut arriver que l’objet © n’est pas un objet géo- 
métrique tandis que son comitant @* représente un objet 
géométrique. Voici un exemple: Q soit un objet non géomé- 
trique à une composante, la suite (3) soit composée en même 
temps d’un seul terme étant une fonction constante. Le co- 
mitant Q* sera alors, comme un scalaire, un objet géométrique. 
(Pour obtenir un objet non géométrique à une composante, 
il suffit de poser 2=sin» où v est une densité). 
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§ 2. Nous nous occuperons dans ce paragraphe des objets 
géométriques & une composante que j’ai appelés les objets de 
classe 4°). La règle de transformation de la composante des 
objets de cette classe s’exprime par la formule: 


(5) Q2=f (Qi, A12), 


où 4A, est le jacobien de la transformation T et Q; la com- 
posante de l’objet dans le systeme B;. 


Sous certaines hypothèses de régularité de la fonction f(x,y) 
j'ai déterminé tous les objets possibles de classe 4%). En rap- 
port avec le probleme résolu la question suivante se pose: 

Soit 2 une densité non triviale (c.-à-d. ne se réduisant pas 
identiquement à zéro) de poids (—1), possédant donc la règle 
suivante de transformation: 


(6) Q=: Ay. 
Nous définissons ensuite le comitant 2* par Véquation: 
(7) Q*=F (Q) 


et nous demandons: quand 2* sera-t-il un comitant propre 
de la densité 2. 

Nous donnerons la réponse sous l’hypothèse additionnelle 
que F(u) est une fonction continue, en remarquant que la 
validité du théorème énoncé ci-dessous subsiste si l’on rem- 
place la continuité par une propriété beaucoup plus générale. 

Avant d’énoncer le théorème nous remarquons que la fonc- 
tion F(u) doit être définie pour toutes les valeurs de u0. 
Cela résulte du fait que dans le pseudogroupe général des 
transformations qui est admis (toutes les transformations ré- 
gulières avec le jacobien différent de zéro), la composante de 
la densité peut atteindre (dans un système de coordonnées 
convenablement choisi) chaque valeur réelle, différente de zéro. 

Nous introduisons encore une brève dénomination. Nous 
dirons qu’une fonction F(u) qui est définie pour tous les 
u+0 est une a-fonction, si elle est 


2) Cf. St. Golab, Über die Klassifikation der geometrischen Objekte. 
Math. Zeitschr. 44 (1938), p. 104-114. 

3) le Gsm). 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 13 
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I) reversible dans tout le domaine d’existence, 
(8) ; II) monotone (au sens strict) pour u>0, 
III) monotone (au sens strict) pour u<0. 


Puisque nous avons supposé que notre fonction F(u) est 
continue pour u+0, l'hypothèse que F est une a-fonction 
équivaut à celle que F est seulement reversible (les proprié- 
tés II) et III) sont alors remplies automatiquement). 


Théorème. Si Q représente une densité ordinaire de poids 
(—1), le comitant Q*, défini par l'intermédiaire de la formule (7), 
est un comitant pur de classe A, alors et seulement alors quand 

1) F est une fonction constante aussi bien pour u>0 que 
pour u<0, ou bien 

2) F est une fonction paire et simultanément monotone pour 
u>0, ow bien 

3) F est une a-fonction. 

Nous démontrerons tout d’abord que les conditions énon- 
cées sont suffisantes pour que 2* soit un comitant propre. 

Si 
(9) Fw) =| Cı pour u>0 

C pour u<0 


on conclut alors, que 2* est un scalaire ou bien un biscalaire 
suivant que C=C, ou bien C+C. Tous les deux objets: 
scalaires et biscalaires 4) sont des objets géométriques. Dans 
le cas 2) nous avons 

(10) 2*=F(Q)=F(|2)). 


Comme |Q| représente une densité de Weyl, done 2*, étant 
une fonction monotone de |Q|, est par conséquent un objet géo- 
metrique°). Supposons enfin que F est une a-fonction et désignons 
par @ la fonction inverse par rapport a F. Nous avons dans 
ce cas: Q=G(Q*). Mais on a 22=G4(QF)=21- A12= A12- G (QF), 
d’où il résulte 
(11) QF =F: G (Q7). 


On voit done que 2* est un objet géométrique. 
Il s’agit maintenant de prouver que les conditions énoncées 
sont nécessaires. 


4) L. ©. 2). ©) iE Cea): 
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Nous supposons alors que 2*, défini par (7) est un objet 
géométrique, ce qui veut dire que subsiste la relation 


(12) QF =f (QT, Ars). 
' De (6), (7) et (12) nous obtenons l’identite 
(13) F[4-2]=f[F(2),4], 


vérifiée pour tous les Q+0 et pour tous les 40. Nous sup- 
posons pour le moment que F possède les propriétés II) et III) 
du numéro (8). Si la propriété I) subsiste simultanément, 
F est alors une a-fonction. Supposons done que I) n’est pas 
vérifiée. Nous demontrerons dans ce cas que F est une fonc- 
tion paire. La négation de I) nous fournit l’existence de deux 
valeurs distinctes: u,<u,, telles qu’on a 


(14) Fu)=F(w). 
IT) et III) du (8) conduisent aux inégalités: 
(15) ty <0<Up, 


En substituant dans la relation (13) une fois w, la deu- 
xième fois u, au lieu de 2 et en tenant compte de (14) on par- 
vient à Videntité 


(16) F(A-w)=F(4-u,) pour tout 4+0. 
En posant 
(17) C=u/u, 


on obtient la relation 
(18) F(u)=F(C-u) pour tout u=0. 


La substitution de C-u au lieu de u dans la formule pré- 
cédente donne: 


(19) F(0-u) =F (C?-u) pour tout u=0, 
ce qui, confronté avec (18), donne 
(20) F(u)=F(C?.u) pour tout u0. 


De (15) et (17) résulte que C<0 et par conséquent C?>0. 
Comme pour #>0 la fonction F est monotone au sens strict, 
on obtient nécessairement de (20) 0?=1, d’où résulte l'égalité: 


(21) de. 
13* 
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(18) et (21) donnent: 
(22) F(u)=F(—u), 


ce qui exprime que F est une fonction paire. Notre théoreme 
sera done démontré si nous prouverons l’implication suivante: 
si F ne possède pas au moins une des propriétés II), III), alors 
la relation (9) a lieu. 

Nous supposons que la propriete II) ne subsiste pas (la 
démonstration serait tout à fait analogue dans le cas symé- 
trique où III) ne subsisterait pas). I existe donc deux nom- 
bres Uz, U, tels que 
(23) O<U < Up 


avec en même temps 


(24) F (u )=F (ug). 
L'égalité (24) entraîne l’identité: 
(25) F(u)=F(C-u) pour tous les “+0, 


où nous avons posé: 
(26) C= uglu. 


Nous désignons par Z Pensemble de tous les nombres po- 
sitifs C ayant la propriété de satisfaire à la relation (25). 

Comme la fonction F est continue pour tout w>0, Pen- 
semble Z est un ensemble fermé, excepté — peut étre — le 
point C=0. Notre but est de démontrer la relation (9) ou, ce 
qui revient au méme, le fait que Z se compose de tous les nom- 
bres positifs. Il suffit pour cela de prouver que Z est partout 
dense (dans les nombres positifs). Pour atteindre ce but nous 
démontrerons tout d’abord que Z a la puissance du continu. 

Deux cas possibles sont & distinguer: 

I) la fonction F est pour u>0 monotone au sens large, 

ou bien 

II) F n’est pas monotone pour u>0. 

Dans le cas I) il existe un intervalle de constance de F(u) 
(F n’est pas monotone au sens strict d’après Vhypothése!), 
c.-à-d. il existe deux nombres y, et y, tels que 0<y,<y, 
et que simultanément subsiste la relation 


(27) VU LU LV» DF (u,)=F (w). 


NOTION DU COMITANT 183 


On voit sans peine que dans ce cas tout un voisinage 
du point 1 appartient & l’ensemble Z. L’ensemble Z a done 
certainement la puissance du continu. Passons maintenant au 
cas II). F(u) étant une fonction continue et non monotone, 
possède dans ce cas un extremum pour un u,>0 au moins. 
Supposons, pour fixer les idees, que c’est un maximum et 
posons F(u)=n Si F(u) était constante au voisinage du 
point u= ùg, alors, en raisonnant comme dans le cas précédent, 
nous obtiendrions la conclusion que tout un voisinage de 1 
est contenu dans Z. Il suffit done d’envisager le cas où F n’est 
pas constante au voisinage du point u=u,. Il existe dans ce 
cas un nombre positif e>0 tel que l'équation F(u)=n,—e 
a deux racines au moins: une plus petite que ug, l’autre plus 
grande que up. Désignons ces racines respectivement par ug— ô, 
et ugo+ô, (0:00). Nous prenons maintenant dans le plan 
des variables (u,n) le rectangle P, dont les sommets ont les 
abscisses: %9—, Wot- 0, et les ordonnées: ny, 7, —e. Soit en- 
suite o un nombre quelconque de l’intervalle (0,¢), et prenons 
la droite: n=n,—o. Cette droite coupe la courbe 7=F(u) 
à l’intérieur du rectangle P en deux points au moins, ce qui 
découle de la continuité de F. Soient (o), resp. w(0) les ab- 
scisses: la plus petite, resp. la plus grande de ces points de 
rencontre. Remarquons qu’on à l'inégalité u,(0) <uy<w(o) et 


posons s(0)= Une) Nous affirmons que s(o) est une fonction 


u,(o) 
croissante dans l’intervalle (0,e). If suffit dans ce but de prouver 
(grâce à ce que u,(0)>0, u.(0)>0) que ulo) est croissante tan- 
dis que u,(o) est décroissante. Nous prouverons notre propo- 
sition quant à ulọ) en remarquant seulement que celle se 
rapportant à u,(o) résultera d’un raisonnement analogue. Sup- 
posons pour un instant qu'il y a dans l’intervalle (0,e) deux va- 
leurs 0, et o, telles que 0, <o, et qu’en même temps w,(0,) >u,(0,). 
L'égalité w,(e,)=u,(9,) est impossible, parce qu’elle indiquerait 
que F est bivalente. Il reste donc Vinégalité u,(0,)>u,(0,). 
En appliquant à la fonction F dans l’intervalle [w,(0,), u,+ à,] 
le théorème de la propriété de Darboux, nous obtiendrons une 
valeur 7>u,(0,)>u,(o,) telle que F(r)=n,—o,, ce qui expri- 
merait que u,(o,) n’est pas la plus grande racine de l'équation 
F(u)=n,— 0,, située dans l’intervalle [u,—,, o+ d], contraire- 
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ment à la définition. Cette contradiction prouve que u,(o) est 
croissante. La fonction s(e) est par conséquent croissante. 
L’ensemble des valeurs de la fonctions s(o) est done de puis- 
sance du continu. Comme toute la valeur de s(o) appartient 
a Z, on a ainsi démontré que Z est de puissance du continu. 

Dans la suite nous nous appuierons sur le lemme suivant. 


Lemme. Si un ensemble Z de nombres positifs possède les 
deux propriétés suivantes: 


1) il est de puissance du continu, 
2) si a et b appartiennent à Z, alors le quotient a/b y ap- 
partient aussi, 


alors Z est partout dense dans le corps des nombres positifs. 


Demonstration. Designons par L l’ensemble de tous les 
nombres dont chacun est un logarithme d’un certain nombre 
de l’ensemble Z. L’ensemble Z est done aussi de puissance 
du continu. Z possede de plus la propriété suivante: 


(28) a,beL>(a—b) eL. 


La dérivée L de L est aussi de puissance du continu. On 
voit sans peine que 0 appartient à Z. En effet, il existe au 
moins un nombre appartenant à L, soit a). A ce nombre cor- 
respond une suite a,—4d0(4m== Gn) telle que a„eL. On a alors 
selon (28): (an—an)eL, OU (an—a;)—0 pour m—->coc, n—->°90. 
Ce qui signifie que 0eL. On voit en même temps d’après le rai- 
sonnement précédent, que 0 est un point bilatéral d’accumu- 
lation. Supposons maintenant qu’il existe un nombre b n’ap- 
partenant pas à Z. Admettons b>0. Soit (¢,d) l'intervalle le 
plus étendu contenant b et ne renfermant pas de point de L. 
Un des nombres ¢,d est certainement fini. Supposons que 
c’est d. On a: deL. Si d est un point d’accumulation à gauche, 
on trouvera alors un point g à l’intérieur de l’intervalle (b,d) 
tel que geL. Si, par contre, d est seulement un point d’accu- 
mulation à droite, alors en raison de ce que 0 est un point 
d’accumulation à droite, on trouvera deux nombres e et f 
tels que eeL, feL, f>0, e>d, et que b<e—f<d. Omettons la 
démonstration de cette circonstance. On aura done: (e—f)eL 
et par suite l’existence d’un geL, et remplissant l’inégalité: 
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b<g<d est démontrée. En prenant une suite ¢, de propriétés: 
€n—>0, Cn 0, CneL nous obtiendrons une suite g—e, teile que 
(g—€n) €L, 9 —Cn+0, g—Cn—>g. Cela montre que geL contraire- 
ment & ce que l’interieur de l’intervalle (b,d) ne renferme pas 
de points de Z. La contradiction étant évidente, nous avons 
en même temps démontré que chaque nombre appartient à Z, 
ce qui veut dire que Z est partout dense. L’ensemble Z est 
par conséquent, aussi partout dense dans le domaine des nom- 
bres positifs, c. q. f. d. 

L'ensemble Z étant fermé et partout dense, il possède 
aussi la troisième propriété: il renferme tous les nombres po- 
sitifs. L’identité (25) a done lieu pour tous les C>0 et pour 
tous les w+ 0. De là résulte immédiatement que les relations (9) 
ont lieu. Notre théorème est ainsi démontré. 


§ 3. Nous admettons maintenant le cas où un champ d’objets 
Q’(Z) est donné. Nous allons considérer seulement des champs 
homogènes, ce qui veut dire, que: 1) le nombre des compo- 
santes de 2 est le même dans chaque point = du domaine 
considéré, 2) la loi de transformation des composantes est 
pour tous les £ la même. 

Pour les champs d’objets nous poserons deux définitions 
du comitant: celle du microcomitant et celle, plus générale, 
du macrocomitant. Pour éviter toutes les confusions possibles 
nous déclarons d’avance que la discrimination des dénomina- 
tions n’a rien de commun avec une discrimination qu’ont 
introduit MM. ScHOUTEN et HAANTJES (les objets macro- et 
microgéométriques) ê). L’unique analogie consiste — peut être — 
dans l’analogie de l’inclusion logique: chaque microcomitant 
(objet microgéométrique) est un macrocomitant (un objet 
macrogéométrique), mais pas réciproquement. 


Définition. Soit donné un champ d’objets (2) (nous 
écrivons tout court 2 au lieu de 2” en ne préjugeant pas le nombre 
des composantes de l’objet) et soit F une fonctionnelle (ou une 
suite de fonctionnelles) dépendant de deux arguments: d’une 
fonction A(Z) (ou bien d’une suite de fonctions dont le nombre 


5) L. c. 1) p. 365 et 368. 
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est le méme comme le nombre des composantes de l’objet) 


et du point £ de l’espace: 

(29) FE); 29). 
Si nous posons maintenant 

(30) Q*(E)= FQ(4); Z) 


alors Q*(£) sera un nouveau champ d’objets. Nous appellerons 
dans ce cas Q* le macrocomitant du champ (2). 

Si en particulier dans un certain point Æ, subsiste la re- 
lation 


(31) AA); Fo} =F{Q( Zo); For 
chaque fois qu’on a 

(32) Q( 5) =Q(5o) 

bien que 

(33) Q(2)+Q(£) pour E+ 2y 


Q* sera alors appelé un microcomitant au point 3). Si 2* est 
un microcomitant dans chaque point £ du domaine envisagé, 
nous l’appellerons tout court microcomitant. 

On peut donc dire que les composantes d’un microcomitant 
dépendent dans un point donné 4, seulement des composantes 
de l’objet donné 2 dans ce point et ne dépendent pas des com- 
posantes 2 dans d’autres points. Le suivant exemple, très 
simple d’ailleurs, cité ci-dessous, montre qu’il existe des ma- 
crocomitants qui ne sont pas des microcomitants. 

Soit Q(£) un champ scalaire, défini au point 5, et dans 
un voisinage de ce point. Désignons par * le gradient de ce 
champ. C’est évidemment un macrocomitant de 2. Il n’en est 
pas cependant le microcomitant parce que les composantes 
de 2* dépendent non seulement de la valeur de Q(£;), mais 
aussi des valeurs 2(2) au voisinage de 5. 

De la définition précédente il s’ensuit, que les comitants al- 
gébriques sont microcomitants tandis que les comitants diffé- 
rentiels sont en général seulement des macrocomitants. 


7) Nous employons exprès un autre caractère F pour accentuer la 
différence entre une fonctionnelle dépendant d’une fonction et une fonc- 
tion composée de deux fonctions. 
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Pour donner quelques exemples envisageons un espace 
riemannien V,,. Alors leur tenseur fondamental (métrique) re- 
présente un champ d’objets (géométriques). Les symboles de 
Christoffel (de premiére et de seconde espéce) sont des macro- 
comitants purs du tenseur métrique. Aussi le tenseur de cour- 
bure. Le tenseur de Ricci est par contre un microcomitant 
du tenseur de courbure. D’une facon analogue, un champ d’af- 
fineurs étant donné, le champ des affineurs obtenus par con- 
traction de deux indices convenables sera un microcomitant 
du champ donné. 

._ Nous attirons encore l’attention sur le fait suivant. Les 
paramètres projectifs, introduits par M. T. Y. THOMAS 8): 


(34) Loulou — == (AT uat Aul 2a) 


représentent un comitant pur de l’objet dont les composantes 
sont les paramètres I, de la connexion, parce que la loi de 
transformation des 73, est la suivante: 


(35) I;= Ir Ar 47 Af Aid; A ( A} 3jlog|A|+ 4j 3,log|A}) 


= 
et nous voyons que le deuxieme membre dépend seulement 
de Miu et de la transformation: #—E. 

D’autre part les paramètres conformes, dus à M. J. M. 
THOMAS aa 


co E are (el aro f 


représentent & vrai dire un comitant de g,, mais seulement 
un macrocomitant. De plus, ce comitant n’est pas un comitant 
pur parce que dans la règle de transformation pour 2 Fine 


= Ein As Aj Aj + Ajo, Aj+ — = (At log |A|+ 4Ÿ3;10g|4[]— 
(37) 
— gg" oglA| 
interviennent dans le deuxième membre les composantes du 
tenseur métrique et non ement des >17 iu et les termes pro- 
venant de la transformation: &*— é*. 


8) Cf. p. ex. Schouten-Struik, Einführung in die neueren Methoden 
der Differentialgeometrie, vol. 2 (1938), p. 193 et 194. 
») Cf. p. ex. Schouten-Struik, 1. c. £) p. 213 et 214. 
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§ 4. Soit v un champ de densités de poids (—1), c. àd. 
avec la loi de transformation: 


(38) p=v-A 

ot. A est le jacobien de la transformation. 
En posant 

(39) 2=F (v), 


où F(u) est une fonction définie pour tous les u+0, nous ob- 
tenons un nouveau champ d’objets & une composante. Le 
théorème du § 2 a résolu la question quand 2 est un comi- 
tant pur. 

A Vaide de 2 nous construisons maintenant un comitant 
nouveau 2} en posant dans chaque système admissible des 
coordonnées é”: 

(40) == 

og” 

Nous demandons: quand le comitant Q* sera-t-il un comi- 
tant pur de la densité v. La réponse à cette question est con- 
tenue dans le théoréme suivant. 


Théorème. La condition nécessaire et suffisante pour que 
le comitant Q*, défini par (40), résulte pour chaque champ 
arbitraire des densités v, comme comitant pur, consiste en ce 
que la fonction F soit de la forme suiwante: 


(41) F(u)=T -In |u], 
où I’ est une constante arbitraire. 


Démonstration. Nous prouverons que la condition est 
nécessaire. Soient deux systèmes arbitraires (admissibles) des 
coordonnées symbolisés par (A) et (k) et soit T la transforma- 
tion qui conduit de (A) à (k). Comme le comitant 2* est, par 
hypothèse, pur, la relation qui suit subsiste: 


(42) OQ? =},(03;1). 


De la résulte en particulier la proposition suivante: Si le 
champ v est remplacé par un autre champ v de propriété 
telle que dans un certain systeme (A) de coordonnées soit 
remplie Videntité 
(43) Q=, 
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alors dans chaque autre systeme (k) doit être satisfaite l’identite: 
(44) QF =O}. 
En tenant compte du fait constaté ci-dessus, nous désignons 


par (4) un systeme de coordonnées tel qu’on ait identiquement: 


(45) —0—0 
(a) 

ou C est une constante (differente de zero). Il est bien connu 
qu’un tel systeme de coordonnées existe pour chaque champ 
de densités. Dans ce système (2) nous avons: 
(46) Q=, F (v)=F'(v) 2,0 =0. 

Nous supposons que p est un autre champ de densités 
ayant la propriété (43). Comme 


(47) QF =% F (v)=F'(d)-ovd, 
nous obtenons, en comparant (46) et (47) d’apres (43): 
(48) F'(b)2,0 = 0. 


De là découlent les deux possibilités suivantes. Ou bien 

nous avons: 

(49) 2,0= 0 

ce qui entraîne: 

(50) v=D, D constant 
ou bien on a: 

(51) F'(p)=0. 

Si dans le dernier cas v n’était pas constante, la fonction 
F(u) serait dans un certain intervalle constante et Q* se ré- 
duirait dans ce cas & un champ trivial identiquement nul. 
Nous faisons abstraction dans la suite de telles solutions et 
nous supposons donc Videntité (50). Remarquons que les rai- 
sons mentionnées nous garantissent que les deux constantes 
CO et D sont différentes de zéro: 


(52) 00; ' DE0: 


Calculons maintenant les composantes Qf et 2* dans un 
système quelconque (k) de coordonnées. Nous avons: 


(53) 2=d,F (v)=G@(v)-o0=G(C-A)-0(C-A)=C-G(C-A) 0,4, 
(A) WW 
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où lon a posé: 


(54) G(u)=F'(u). 
D’une façon analogue on obtient: 
(55) OF—=D-G(D-A)d,A. 
La relation (43) nous fournit Videntité suivante: 
(56) 0.G(0-A)-3;A=DG(D-A)-9;A. 
En tenant compte de l’arbitraire du jacobien A on en déduit: 
(57) 0-@(C-A)=D-@(D.-4). 


La fonction G(u) satisfait done à la suivante équation 
fonctionnelle: 
(58) G(u)=v-G(u-v) pour tous les u,v=0. 

Cette relation exprime que G(w) est homogène avec l’ordre 


d’homogénéité (—1). Elle est donc nécessairement—comme il est 
bien connu — de Ja forme: 


(59) G(u)= oju 
où 
(60) o=o, pour u>0, o=w, pour u<0, 


@1,@, étant deux constantes. 
De là nous obtenons par intégration 


(61) F(u)=oln|ul. 

On a done 
(62) Q=oln|p} 
et par conséquent 
(63) M=3.09= 57° sgn(p):3,0=— du. 

En posant pour plus de brièveté: 
(64) v=v, v=v=v-A 

w) &) 
nous obtenons dans la suite: 
== one = al. -v)= 
w 

(65) TDS + = A? dot ZF DE 


; D | 
Lat ao) +228 Ar + aA, 
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OÙ w= w TeSp. w=, suivant que p>Oresp.n<0 ou v-4>0 
resp. v-4<0. On peut done transcrire la dernière relation: 


(66) at= = . Aj Qt+02log|A|. 


; D u 
Comme les valeurs des constantes — et œw dans le cas 
w 


ww, dependraient non seulement de A, mais aussi du signe 
de v, tandis que les 25 sont absolument indépendantes du signe 
de v, on conclut d’après la définition d’un objet géométrique 
que légalité 

(67) RR 


doit être satisfaite. En désignant par I la valeur commune 
des constantes œ, ©, on parvient à la loi suivante pour les 
transformations des composantes de Q*: 


La nécessité de la condition est donc prouvée. Pour dé- 
montrer maintenant que la condition est aussi suffisante, il 
suffit de montrer que la loi (68) définit un objet géométrique. 
Cette chose peut étre facilement vérifié par le lecteur. 

Remarquons que la plupart des auteurs écrivent 2;logA 
au lieu de 0,4/A, ce qui est évidemment incorrect si l’on opère 
dans le groupe des transformations dont le jacobien peut pos- 
séder le signe arbitraire. 

Dans le cas particulier ’=—1 nous obtenons la règle bien 
connue de la transformation de l’objet qui est un comitant de 
l’objet de la connexion affine. Si nous faisons notamment la 
contraction des indices dans les paramètres de la connexion: 


(69) T,=T 


nous obtenons ainsi un (micro-) comitant pur avec la loi de 
transformation: 


(70) P= AiT,—dlog |A|. 


La question suivante se pose done: Pour quelles conne- 
xions l’objet T; résulte-t-il comme gradient du logarithme d’une 


densité de Weyl de poids (+1) (parce que 2=—log||=log 5 
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et = represente une densite de Weyl de poids (+1)). Cette 
condition impose une restrietion pour les parametres de la 
connexion. En effet, comme Videntité suivante 


(71) = 2,108 + 


doit être satisfaite, on obtient les conditions de l’intégrabilité 
(72) o,l,— 0,1,=0, 

ce qui est équivalent à la condition: 

(73) Viv= Riwu =0- 


La connexion doit être dans ce cas „inhaltstreu“ d’après la 
terminologie de M. SCHOUTEN !°). Dans les espaces de ce genre 
existent alors des champs de densités v, satisfaisant à (71) 
et déterminés —comme on peut l’établir —à un facteur constant 
près. Vu que ces densités particulières existent, on peut dans 
ces espaces introduire la notion de la mesure n-dimensionnelle, 
ce qui a été remarqué pour la première fois par M. VEBLEN 1). 


10) Cf. Schouten-Struik, vol. 1 (1935), p. 112. 
u) O. Veblen, Equiaffine geometry of paths. Proc. Nat. Acad. Sc. 9 
(1923), p. 3-4. 


SUR L’EQUIVALENCE DES POLYEDRES, EN PARTI- 

CULIER DES POLYEDRES REGULIERS, ET SUR LA 

DISSECTION DES POLYEDRES REGULIERS EN PO- 
LYEDRES REGULIERS 


Conférence faite a la Section cracovienne de la Société Polonaise de 
Mathématique le l-er Juin 19381) 


Par M. HENRI LEBESGUE, Paris 


J’ai choisi ce sujet de conférence parce qu’il est intime- 
ment lié aux questions de mesures des grandeurs, dont je me 
suis occupé toute ma vie; mais aussi parce qu’il y s’agira de po- 
lyédres, ces corps si peu étudiés par les mathématiciens. A peu 
pres seuls les ont considérés ceux qui se sont occupés de cristal- 
lographie; et puisque votre Président et Doyen, M. ZAREMBA, 
est l’un de ces rares mathématiciens, ce sujet me donne la 
joie de lui adresser ici mon hommage. 

1. Pendant longtemps le nombre attaché à une collection, 
une longueur, l’aire d’un domaine, le volume d’un corps ont 
été considérés comme des notions premiéres dont l’examen 
critique était du ressort de la métaphysique; les mathémati- 
ciens, eux, devaient se borner à évaluer ces nombres, ces lon- 
gueurs, ces aires et ces volumes; c’est-a-dire essentiellement 
a décider de leur égalité ou de leur inégalité, et, dans ce second 
cas, & les classer en plus petits et plus grands. Cette conception 
est encore celle qui sert de base à la plupart des exposés élé- 
mentaires non axiomatiques. Bien avant de faire de l’axioma- 
tique systématiquement les mathématiciens furent cependant 
obligés de traduire les points de départ métaphysiques en 
termes logiques qui servirent de bases à leurs raisonnements; 
mais cette traduction était si indiquée qu’elle se fit sans qu’on 


1) Je me suis permis de développer ici plusieurs points que j'avais 
du, oralement, me contenter d'indiquer très brièvement. 
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s’en rende nettement compte et dés les débuts de la science. 
Si bien que, tandis que la définition axiomatique des aires 
et des volumes, par exemple, n’a été expressement formulée 
qu’au XIX-e siécle, c’est pourtant cette méme definition qui 
a toujours été utilisée dans toutes les recherches, élémen- 
taires ou élevées. 

Mais l’unité des considérations et leur grande simplicité 
n’est apparue que lorsque les savants eurent assez utilisé la 
notion de limite pour considérer que l’emploi de l’infini était 
chose naturelle, claire et légitime. L’infini s’introduit comme 
l’on sait des la comparaison de deux longueurs, et c’est alors 
la fameuse question des incommensurables; mais elle s’intro- 
duit autrement encore dans l’étude des volumes. Il y à, à cet 
égard, une différence essentielle entre le problème des aires 
des polygones et celui des volumes des polyèdres: tandis qu’une 
comparaison de telles aires se ramène à une comparaison de 
longueurs sans l'emploi de linfini, cet emploi est indispensable 
pour la comparaison des volumes des polyèdres. C’est de ce 
fait, prouvé au début du XX-e siècle, et de quelques questions 
connexes que je veux vous parler. 


2. Le point de départ métaphysique de la notion d’aire, 
c’est l’idée que des domaines plans quelle que soit leur po- 
sition absolue et relative occupent toujours une même place; 
ceci se traduit logiquement ainsi: 


I. Deux domaines D et D' formés respectivement par la 
réunion des domaines D,,D,,.,D, et par la réunion des do- 
maines Di,D:,..,D,, D; et D; étant égaux, ont même aire. 
Deux tels domaines seront dits équivalents de façon finie (en 
abrégé éq. de f. f.). Si D' west formé que par la réunion de cer- 
tains seulement des D; Vaire de D est plus grande que celle de D’. 

Si, de plus. on veut traduire par un nombre le résultat de 
la comparaison, on exige qu’à deux domaines de même aire 
soit attaché le même nombre et qu’à un domaine d’aire plus 
grande que l'aire d’un autre soit attaché un nobmre aire plus 
grand que le nombre aire du second domaine; d’où le probleme: 

II. Attacher à chaque domaine D un nombre positif tel qu'à 
l'addition des domaines corresponde l'addition des nombres attachés 
et qu'à deux domaines éq. de f. f. soient attachés les mêmes nombres. 
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Cet énoncé est celui du problème des aires si les domaines 
D et D’ sont plans, c’est le probleme des volumes si les do- 
maines D et D’ sont à trois dimensions, ce serait le problème 
des longueurs si les domaines D et D’ étaient découpés sur la 
droite et si l’on avait obtenu le nombre le plus général autre- 
ment que par la comparaison même des longueurs. 


Le problème précédent peut encore s’enoncer: 


III. Attacher à chaque domaine plan D un segment d tel 
qu'à deux domaines D et D' éq. de f.f. correspondent deux seg- 
ments d et d’ éq. de f. f. 


Si l’on laissait au mot domaine une trop grande généra- 
lité on devrait s'attendre à avoir à considérer des domaines 
partiels D; dépendant d’une infinité de paramètres de forme, 
on ne pourrait donc espérer résoudre le problème précédent 
sans un appel à Vinfini; au contraire, cela est possible lorsque 
la famille des D est celle des polygones, auquel cas celle des D; 
peut être supposée celle des triangles. 


3. Soit en effet ABB,A, un parallélogramme et A, un 
point du segment A,B,; il définit un parallélogramme ABB,A, 
qui est éq. de f. f. au premier; prenant un point A, de A,B, 
on arrive au parallélogramme ABB,A, éq. de f. f. à ABB,A, 
donc à ABB,A, comme on le voit en tracant sur ABB,A, 
à la fois les deux séries de segments de droites qui servaient 
à le subdiviser pour les passages à ABB,A, età ABB,A,. En 
continuant ainsi on voit que ABB,A, est éq. de f. f. à tout 
parallélogramme ABßa où a est sur la droite indéfinie A,B,. 

Choisissons a de maniére que Aa soit un nombre entier 
de fois l’unité de longueur choisie; soit par exemple 5 fois. 
Partageons Aa en 5 parties égales, par les points de subdivision 
menons des paralléles 4 AB, nous obtenons 5 parallélogrammes 
qui, disposés autrement, donnent AB’f’a’ tel que AB’ soit 
porté par AB et égal à 5 fois AB et que Aa’ porté par Aa 
soit egal à Punité. 

Recommencons les opérations du début, mais en faisant 
jouer à Aa’ le rôle de AB, nous obtenons un rectangle AB,Bça’ 
dont la base Aa’ est égale à l’unité. 

Soit un triangle ABC, B et y les milieux de AB et de AC; 
faisons tourner Afy de x autour de C, B vient en f’ et nous 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 14 
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avons le parallélogramme BCB'B éq. de f. f. a ABC. D’ot un 
rectangle de base unité équivalent de facon finie a un poly- 
gone D qu’on décomposera d’abord en triangles; le second 
côté de ce rectangle peut être considéré comme le segment d 
cherché. 

Du moins si le probleme est possible, ce qui tout d’abord 
exige que le segment d soit unique. Pour étre certain qu’il 
en est ainsi, décomposons tout polygone donné ABCD... en 
la somme algébrique des triangles OAB,OBO,...;0 étant un 
point du plan choisi une fois pour toutes. Et au polygone 
attachons le segment somme algébrique de ceux attachés aux 
triangles OAB,OBC,... Ceux-ci sont bien déterminés car dans 
la transformation des parallélogrammes le produit de la base par 
la hauteur n’a pas changé. Ainsi nous attachons à notre po- 
lygone un segment orienté, de mesure positive et égale à 


1[eAB.(0,AB)+eBC-.(0,BC)+...]; 


les symboles tels que (0, AB) désignant les distances de O aux 
côtés tels que AB; les g,e’,... étant égaux à +1 ou à —1 suivant 
qu'aux voisinages des milieux de AB,BO,... le polygone est 
ou non du même côté que O par rapport AB,B(,... 

Si donc nous avions un polygone D divisé en deux autres 
D,,D, par une ligne polygonale dont AB serait l’un des côtés, 
le produit AB-(0,AB) figurerait dans les nombres attachés 
a D, et D,, mais avec des signes contraires et de la résulte 
immédiatement que le nombre attaché a D serait la somme 
de ceux associés à D, et à D,. Ceci s’etend à D partagé en 
D,,D,,..,D,. Or on peut supposer que tous les D; sont des 
triangles et l’on vérifie facilement que le nombre que notre 
procédé attache à un triangle est +! base x hauteur. 

Notre problème est donc possible; nous l’avons résolu 
et nos considérations montrent que la solution de ce problème 
est unique à un multiplicateur près correspondant au choix 
de l’unité d’aire. 

4. Supposons maintenant que les domaines soient des po- 
lyèdres de l’espace euclidien ordinaire et traitons le problème 
des volumes. 

Si D est un prisme, une opération analogue à celle qui 
nous permit de passer de ABCD à ABfa, opération qui est. 
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d’ailleurs classique, permettra de remplacer le prisme D par 
n’importe quel autre prisme ayant méme longueur d’aréte, 
méme surface latérale prismatique indéfinie. Le nouveau 
prisme pourra étre supposé droit. Opérant sur la base de ce 
prisme comme au numéro précédent, nous obtenons un rectangle 
dont un des côtés est 1 par déplacements de morceaux de 
cette base; si chaque morceau emporte avec lui un prisme 
droit dont il est base et dont la hauteur est celle du prisme 
droit de départ, nous obtenons un parallélépipède rectangle 
dont une des arêtes est égale à l’unité. Considérons cette 
arête comme la hauteur et recommençons la même opération; 
nous construisons un parallélépipède rectangle dont une base 
est le carré de côté 1 et dont la hauteur est un segment 
qui jouera le rôle de d. Il est visible que la mesure de ce 
segment est le produit de la hauteur de D par Paire de la 
base de D. 

Jusqu'ici rien n’est done changé et si nous ne considérions 
comme domaines partiels ou totaux que des prismes, le pro- 
blème serait résolu car on vérifierait facilement que notre 
résultat remplit bien toutes les conditions imposées. 

Mais nous voulons envisager des polyèdres quelconques, 
il faudrait donc savoir associer un segment à un tétraèdre, 
c'est à dire savoir construire un prisme qui soit éq. de f. f. 
à ce téraèdre. Et d’ailleurs, si l’on savait faire cela, le problème 
serait traité. 

On sait que dans les cours on n'effectue cette construction 
que par un appel à Vinfini, soit qu’on considère le tétraèdre 
comme la limite d’une suite indéfinie de corps construits avec 
des prismes, soit qu’on le considère comme la réunion d’une 
infinité actuelle de différentielles ou d’indivisibles. Entre 
tous ces procédés il n’y a que des différences de présentation, 
je puis done les réunir en disant qu’il y s’agit toujours de 
Vemploi des méthodes du calcul intégral. 

L’emploi de ces méthodes a quelque chose de choquant; 
un souci d’elegance, un besoin pédagogique de simplicité ont 
dü inciter de trés bonne heure & rechercher pour le cas des 
volumes quelque méthode écartant le recours à l’infini. 

Lun de mes auditeurs au Collège de France, M. R. Cast, 
m’a signalé a cet égard une phrase de la „Lettre de DIDEROT 

14* 
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sur les aveugles à l’usage de ceux qui voient“, où il est question 
du mathématicien aveugle SAUNDERSON qui fut professeur 
à l’Université de Cambridge: „Il est l’auteur d’un ouvrage 
très parfait dans son genre. Ce sont des éléments d’algèbre 
où l’on n’apercoit qu'il était aveugle qu’à la singularité de 
certaines démonstrations qu’un homme qui voit n’eut peut- 
être pas rencontrées. C’est à lui qu’appartient la division du 
cube en six pyramides égales qui ont leurs sommets au centre 
du cube, et pour base, chacune une de ses faces. On s’en sert 
pour démontrer d’une manière très simple que toute pyra- 
mide est le tiers d’un prisme de même base et de même 
hauteur...“. 

Que DIDEROT croie pouvoir nommer le premier homme 
ayant remarqué une chose aussi visible que la décomposition 
d’un cube en six pyramides egales fait sourire; qu’il présente 
cette remarque comme presque inaccessible aux voyants serait 
étonnant si l’on ne savait que tous ceux qui écrivent sur les 
aveugles, à commencer par les aveugles eux-mêmes, pour bien 
mettre en valeur la substitution des sens, en arrivent à pré- 
senter la possession du sens de la vue comme la plus désas- 
treuse des infirmités. Maïs que veut dire DIDEROT par les der- 
niers mots cités? Je Vai demandé à M. JEAN ITARD, professeur 
au Lycée Michelet. M. ITARD, qui connait bien les manuels 
de Géométrie des XVI-e, XVII-e et XVIII-e siècles 1), a pu 
me renseigner immédiatement: 

Diderot se trompe sur SAUNDERSON. L’algèbre de ce dernier 
est sortie en 1740. En 1741 CLAIRAUT publiait sa Géométrie 
où il emploie le même procédé. Cela consiste à montrer d’abord 
par une méthode plus ou moins voisine des indivisibles que 
le volume de la pyramide est en langage moderne kB-H (k co- 
efficient de proportionnalité encore indéterminé). En prenant 
ensuite la pyramide sixième du cube, sommet au centre et 
base sur une face, k apparaît égal à 1/3 ?). 


1) Voir D’Enseignement scientifique, 9-ième Ann., No 87, Avril 36; 
10-ieme Ann., No 94, Janv. 37: 11-me Ann., No 102, Nov. 37. 

2) Pour préciser ce passage de la lettre de M. Itard, considérons deux 
pyramides 7,7, de hauteurs H,,H, et dont les bases convexes ont des 
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D’ALEMBERT aura dit, je le suppose, que son ennemi intime 
CLAIRAUT n’avait fait que reprendre une idée de SAUNDERSON 
et DIDEROT aura sauté sur l’occasion. 

Mais SEBASTIEN LE CLERC, en 1690, justifie dans sa Géo- 
métrie le facteur !/, par la même considération, laissant 
de côté tout l’essentiel, c’est-à-dire ce qui précède. 

LE CLERC était graveur et professeur à l’Académie de peinture 
où il était du parti de LEBRUN et donc adversaire de l’école 
de DESARGUES. Il était donc loin d’être aveugle! Je ne sais même 
pas, vu ses origines lorraines (il est né à Metz), s’il ne faudrait 
pas voir dans ses travaux des influences de DURER. En tout 
cas la méthode du cube est une invention de peintres, de sculp- 
teurs, de gens qui voient“. 

La lettre de M. IrARD!) montre bien que l’évaluation du 
volume du tétraèdre à été l’occasion de multiples essais qui, 
d’une façon plus ou moins consciente, visaient à éliminer 
Vemploi de la méthode du calcul intégral, à utiliser seulement 
Péquivalence. 


5. On remarquera que, dans ces essais, la notion d’équi- 
valence est parfois élargie. L’équivalence simple que nous 
avons considérée supposait que les deux corps D et D’ (dans 


aires B,,B,. Soient deux arêtes S,a,,S,a, respectivement de T, et T,; di- 
visons les chacune en n parties égales par les points a,,b,,¢,,d,,..., d’une 
part; a,,b,,c,,d,... d’autre part. Enfermons T, dans le corps O,, formé des 
prismes d’arétes a,b,,b,¢,,... et dont les bases sont les sections de T, par 
les plans paralléles 4 la base et passant par a,,b,,... Faisons de méme pour 
T, Deux prismes de même rang dans ©; et O, ont des bases dont les aires 
sont entre elles comme B, et B, et des hauteurs qui sont entre elles comme 
H, et H,, donc leurs volumes sont entre eux comme B,-H, et B,-H, et par 
suite il en est de même des volumes de O, et O,: 


Vol. (0,) _ BH, 
Vol. (C,) BH, 


On passera de là à l’égalité analogue pour T, et T, par les procédés 
ordinaires; c’est-à-dire en prenant plus ou moins de précautions suivant 
le degré de rigueur que l’on désire atteindre. 

1) Cette lettre n’a pas été écrite pour être publiée; mais elle sépare 
si nettement ce qui est renseignement précis de ce qui est supposition ou 
suggestion que j'ai cru pouvoir la reproduire ici en entier. 
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la suite ce seront toujours deux polyédres ou deux ensembles 
formés d’un nombre fini de polyédres) pouvaient étre partagés 
en un nombre fini de corps partiels D; d’une part, D; de l’autre, 
respectivement égaux deux à deux; D; égal à D:. Si LE CLERC 
trouve que la pyramide P à base carrée qu’il considère est 
équivalente au prisme P’ de même base et dont la hauteur 
est le tiers de la hauteur de la pyramide, c’est parce qu’on 
peut former le même cube avec six pyramides égales à P 
ou avec six prismes égaux à P’. D'où l’équivalence par mul- 
tiplication: D et D’ seront dits équivalents par multiplica- 
tion si un corps formé d’un certain nombre entier de fois D 
est éq. de f. f. simple avec un corps formé du même nombre 
de fois D’. 

Enfin la décomposition faite plus haut d’un polygone en 
une somme algébrique de triangles incite à convenir que: 
deux corps D et D’ seront dits équivalents par différence s’il 
existe deux corps À et A’, éq. de f. f. simple et tels que D+ A 
et D’+A’ soient équivalents par multiplication. 

L’emploi simultané de tous ces procédés constituera l’équi- 
valence générale t); nous allons étudier l’équivalence des po- 
lyèdres en nous bornant à l’équivalence simple, mais les ré- 
sultats qui ont été obtenus et que nous indiquerons sont va- 
lables pour l’equivalence générale. 


6. Nous avons vu que le problème des aires, énoncé sous 
la forme II, était possible et admettait une solution déterminée, 
à un multiplicateur près, quand les domaines D sont les poly- 
gones du plan euclidien. Supposons que, par un raisonnement 
quelconque, on ait prouvé le même fait pour le cas où les po- 
lygones D sont découpés dans le plan de LOBATCHEWSKI et 
pour le cas où ils sont découpés sur la sphère; ce qu’il est effecti- 
vement possible de faire. On vérifie immédiatement qu’une 
solution du problème est donnée par le nombre: 


somme des angles de D—zx(nombre de côtés de D—2) 


1) Il est inutile de rechercher ici s’il est ou non necessaire de re- 
courir plusieurs fois à ces procédés pour transformer un corps D en un 
corps D’. 
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sil s’agit de géométrie sphérique et par ce même nombre, 
changé de signe s’il s’agit de géométrie lobatchewskienne; done, 
celle des solutions qu’on appellera laire vérifiera la relation: 


somme des angles de D— xx (nombre de côtés de D—2)— 
—kXaire de D, 


k étant une constante indépendante de D. Cette constante est 
positive pour la géométrie sphérique, nulle pour la géométrie 
euclidienne, négative pour la géométrie de LOBATCHEWSKI. 
On retrouve ainsi, en particulier, le théorème d’ALBERT G1- 
RARD sur l’aire du triangle sphérique. 

C’est en partant de ces faits que M. BRICARD a donné 
une impulsion décisive à l'étude de l’équivalence finie 1). 
En s’efforçant de construire à l’aide des dièdres d’un polyèdre D 
une solution de notre problème II on est arrêté tout de suite, 
mais de tels efforts permirent à M. BRICARD d’apercevoir 
qu'entre les dièdres de deux polyèdres D et D’ éq. de f. f. il 
existe une relation; du moins dans certains cas, car M. BRI- 
CARD avait fait implicitement une hypothése que nous allons 
expliciter. 

D et D’, étant éq. def. f., sont formés respectivement par la 
réunion des polyèdres d,,d,,...,d, et par la réunion de di, d3,...d); 
d; et d; étant égaux pour chaque valeur de 7. Nous supposerons 
de plus que si a; est l’une quelconque des arêtes des d;, aucun 
sommet de ces polyèdres d; n’est situé à l’intérieur du segment a; 
et de même qu’à l’intérieur de toute arête a; des d; il n’y a 
jamais de sommets des d;. Alors chaque arête a; sera en général 
confondue avec plusieurs autres arêtes d;; autour de ces arêtes 
on rencontrera plusieurs des dièdres a,, des d;; les dièdres a» 
se groupant ainsi en familles s,,s,,... Ceci étant, guidé par les 
faits rappelés au début de ce numéro, commençons par attacher 
à chaque d; la somme 2, des dièdres correspondants; la somme 
des nombres attachés à d,,d,,...,d, sera: 


Yan= > ( des diedres am de la série 8:)—)Z,. 


Or la parenthèse est égale à Ar à 27 ou à m, suivant que 
l’arête de la série są est portée par l’arête d’un dièdre D de 


1) Nouv. Ann. de Mathématiques, 1896. Voir aussi Sforza (Per. 
di Mat. 1897). 
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mesure A;,, ou est entierement entourée de dièdres des d;, ou 
qu’elle est intérieure soit à une face de D, soit à une face 
des dj. 


Ainsi on a: 
el wi 
Di Om =y er Ar Fen, 
m 


les e étant des entiers positifs. Mais on a de même 


X am=) er Arten, 
et comme les dièdres am et am sont respectivement égaux, il 
en résulte 
Xer) er Ar=En, 
E etant un entier positif, négatif ou nul. 

M. BRICARD applique ce résultat au cas où D serait un 
tétraèdre régulier — tous les A, ont alors une même valeur T—, 
et où D’ serait un cube,—tous les A; seraient égaux à x/2; la 
relation précédente exigerait donc que T soit commensurable 
avec m, ce qui n’est pas. Done un tétraèdre régulier ne peut 
être transformé en un cube par une transformation de la nature 
de celles envisagées. 


7. Mais, pour étendre cette conclusion à toute équiva- 
lence simple, c’est-a-dire pour prouver qu’alors il existe une 
ou plusieurs relations linéaires homogènes à coefficients entiers 
(ou rationnels ce qui est la même chose) entre les Az, Ar et x, 
il fallait faire appel à une idée nouvelle. M. DEHN!) montra 
que, pour obtenir ces relations à coefficients rationnels, on 
pouvait, à l'exemple de ce que l’on fait dans certaines ques- 
tions d’analyse indéterminée ou d’approximations, utiliser 
comme intermédiaire des relations linéaires à coefficients 
quelconques. 

Groupant encore les diedres am en séries s, associées chacune 
à un même segment d’aréte des d;, limité par deux sommets 
des d; et ne contenant à son intérieur aucun tel sommet, il 
associe à chaque série la somme 2, des am la constituant et la 


longueur on du segment d’arête considéré. On n’aurait plus, 


en général 
VI 


1) Math. Ann. Bd. LV (1902). 
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parce qu’un diedre des d; appartient & un certain nombre de 
séries s, et le dièdre homologue a’ peut appartenir à un nombre 
différent de séries s,; mais il est tout à fait clair que l’on a: 


iy oc) Onn. 
Cette relation s’écrit encore: 
2 Lp Ar—D Le A=Na, 


relation dans laquelle N est un nombre quelconque inconnu. 
Il semblerait done qu’elle ne pourra servir à rien. Mais, tra- 
duisant les considérations géométriques donnant ce résultat 
en des déductions purement algébriques, M. DEHN recherche 
des conditions auxquelles doivent étre soumises des variables 
Lr, L} quelconques pour que les mêmes calculs algébriques 
puissent être mis en oeuvre et il arrive ainsi à cet énoncé: 


Soit (£) le système des relations homogènes à coefficients 
entiers liant les arêtes Lr et Lr de deux polyèdres ou systèmes de 
polyèdres D,D'; dans (£) on a remplacé les nombres L;, Li par 
des inconnues L;,Li; si D et D’ sont éq. de f. f., à toute solution 
rationnelle (Li), (Li), des équations (£) correspond un nombre 
rationnel R, positif, négatif ou nul, tel que Von ait: 


(B) X (Lr) Ar) (Li), AA=R: n. 


8. Cet énoncé!), qui est exact aussi bien pour Péqui- 
valence générale que pour. équivalence simple, fait done 
apparaître des relations (8) de la forme de celles prévues par 
M. BRICARD. Une telle relation, au moins, existe bien toujours 
car les équations (£) étant à coefficients entiers, admettent une 
solution rationnelle soit confondue avec, soit aussi voisine qu’on 
le veut de leur solution Z;,Z;. Ainsi on peut supposer que, 
dans (8), les nombres rationnels (Z,),, (Zi), sont ou confondus 
avec les Le, Lp ou aussi voisins qu’on le veut de ceux-ci. 

La résolution des équations (£) donneront: 


THtfnitt feet,  De=te Stat Liet..., 


les ¢ étant des paramètres arbitraires, les £ et £’ des nombres 
rationnels fournissant un systeme de solutions indépendantes. 


1) Pour sa justification, voir la Note I placée a la suite de cette con- 
férence. 
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Ces solutions Lz f, £, sont en nombre N—p, si N est le nombre 
total des arêtes de D et D’ et s’il y a p équations (£) indépen- 
dantes; elles nous fournissent N —p relations (%). Celles-ci 
sont independantes car, s’il existait une combinaison linéaire 
homogène des premiers membres des (2) qui soit identiquement 
nulle par rapport aux 44.4; c’est que cette même combinaison 
faite, pour chaque valeur de k, sur les £p et sur les £p donnerait 
des résultats nuls ce qui est impossible, les 24,2, étant des 
solutions indépendantes. 

Donc, le théorème de M. DEHN exige, pour l’équivalence 
de D et D’, un nombre total de conditions indépendantes égal 
au nombre total N des arêtes de D et D’.p de ces conditions, 
p<N—1, sont de la forme (£), les N—p autres, N—p>1, 
font partie de la famille (@) des relations linéaires, homogènes 
à coefficients entiers liant les A;, A, et x. 

On voit ainsi à nouveau que, s’il y a équivalence, il y a tou- 
jours une relation (2). Donc, dans le cas d'équivalence, la fa- 
mille (@) contient toujours au moins une relation; mais se 
peut-il que la famille (£) n’en contienne aucune? Pour que 
cela se produise, les (Z,)-,(L}), étant alors des nombres ra- 
tionnels arbitraires, il faudrait que tous les A;, A; soient com- 
mensurables avec x. Lorsque cette condition est réalisée l’équi- 
valence peut exister sans qu'il y ait de relations (£); les deux 
parallélipèdes rectangles de côtés 


tal evo 
1, V2, V3; V5, V7, V/s 


qui sont éq. de f. f. puisqu’ils ont méme volume, en sont un 
exemple. 

Pour généraliser ces remarques supposons que parmi les 
diédres de D et D’ nous en ayions distingués certains en nom- 
bre N,; les ZL,L', A,A’ correspondant seront dits distingués. 
Si, dans les (£), il y a uw, relations, u,<N, lineairement indé- 
pendantes par rapport aux ZL,L' distingués, les Z,L’ correspon- 
dants dépendront de N,— u, paramètres, d’où N,—p, rela- 
tions (2) lineairement indépendantes par rapport aux A,A’ 
distingués. Donc, parmi les relations (£) et (@) il y en a au total 
au moins N,, qui sont indépendantes par rapport aux L,L' dis- 
tingués et par rapport aux A,A’ distingués. 
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9. Pour appliquer ces généralités, déduisons en que l’équi- 
valence finie entre un tétraèdre D et le cube D' de même volume 
est un fait tout à fait exceptionnel. Définissons D par 6 para- 
mètres, par exemple par les longueurs des six arêtes; elles 
ne sont assujetties qu’à des conditions d’inégalités, les éga- 
lités limites de ces inégalités donnent les frontiéres du domaine 
de l’espace & 6 dimensions dans lequel il faut prendre le point 
de coordonnées L, L, L3, L4, L5;Le figuratif des longueurs d’arétes 
choisies. Une relation (£) sera de la forme: 


3 
Polo tal + ry Lat rs L5+ rele +ry Wes 0, 


les r étant entiers et V étant l’expression du volume du té- 
traèdre en fonction de ses arêtes. Une relation de cette forme 
est représentée dans l’espace à 6 dimensions par une variété 
algébrique à cing dimensions, à moins qu’elle ne soit vérifiée 
par tous les points de l’espace. Cette dernière hypothèse est 
évidemment à rejeter; disons, par exemple, soient L4, Lz, L3 
les longueurs des arêtes SX,SY,SZ et L,,L;,L, les longueurs 
des arêtes respectivement opposées YZ,ZX,XY; si la relation 
algébrique était une identité, elle serait vérifiée pour S con- 
fondue avec X, auquel cas V est nul et Pon a: L,=0,L,=L,, 
L,=L;; la relation linéaire d’où nous sommes partis, ou l’une 
de celles qui s’en deduisent par des changements de signes 
des r;, serait vérifiée, ce qui donne: 


(472+) Let (473 rs) L5+74L,=0; 


or une telle relation entre les 3 longueurs des côtés d’un triangle 
arbitraire est nécessairement identiquement nulle d’où r,=0. 
Et de la même manière on montrerait que 7,723 Taslssle SONË 
nuls, donc aussi r;. 

Ainsi, pour que le système (£) ne contienne aucune rela- 
tion, puisque l’ensemble des systèmes de nombres entiers 
TulaslasasTsTe;lr est dénombrable, il suffira de prendre le point 
représentatif hors d’une infinité dénombrable de variétés algé- 
briques. 

De même, une relation (@) étant 


A+ 7242 + 343 +1Ay+ 1545+ reg + rm = 0, 
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se traduira par une relation algébrique entre les Z non iden- 
tiquement satisfaite car, autrement, elle resterait vraie pour 
la figure limite de celle obtenue en faisant tourner X YZ autour 
de X Y, de façon à l’amener sur X YS, c’est-à-dire qu’on pourrait 
faire dans la relation linéaire entre les A; ou dans celles qui 
s’en déduisent en modifiant certains des signes des 7;, 


Ain A; A=n-A, A,—0. 


Mais ceci donnerait une relation entre les trois diedres 
A,A A; du trièdre quelconque SX YZ, ce qui est impossible; 
la relation obtenue devrait done étre satisfaite quels que soient 
A,,A,,A, d’oü, en particulier, 7,=0. Mais, de même, on annu- 
lerait 11,79) lalalsne d’oU 77. 

Ainsi, pour que le systeme (@) ne contienne aucune re- 
lation, il suffit de prendre le point représentatif hors d’une 
infinité dénombrable de variétés algébriques. 

En résumé: le tétraèdre le plus général west pas ég. de f.f. 
à un prisme. Pour lui, aucune des six conditions nécessaires 
pour cette équivalence, ewigees par le théorème de M. Dehn, 
mest remplie. 

Pour préciser la portée analytique de cet enoncé, il faudrait 
étudier l’indépendance +) des conditions (£) et (@) soit qu’on 
particularise les constantes qu’elles contiennent, soit qu’on 
leur attribue toute la généralité possible; contentons-nous 
d’une remarque. Les longueurs des six arêtes étant indépen- 
dantes, / relations (£), !<S6, n’entrainent aucune autre re- 
lation (£) mais elles se traduisent par / relations entre dièdres. 
Et comme entre les six dièdres d’un tétraèdre quelconque 
il y a une relation, cela peut nous conduire, au plus, à {+1 
relations analytiques indépendantes entre les dièdres. a rela- 
tions (@) se traduisent par a relations entre les longueurs 
d’arêtes. Donc J relations (£) et a relations (@) entraînent 
au plus 2/+2a+1 relations entre les longueurs d’arétes et 
les grandeurs de dièdres; ce qui fera donc au plus, 2!+2a+1 


1) De par leur définition même les (£L) et (@) sont linéairement indé- 
pendantes mais il s'agirait d'étudier si elles sont ou non indépendantes 
quand on tient compte des relations qui lient, dans un tétraèdre, les L; 
aux À; et les A; entre eux. 
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relations (£) et (@). Pour avoir six telles relations il faut done 
lta>3. Ainsi il faut écrire au moins trois relations (£) et (2) 
entre les longueurs d’arêtes et les grandeurs des dièdres du té- 
traèdre le plus général pour qu’il puisse étre éq. de f. f. à un prisme. 

Les trois relations dont il s’agit sont indépendantes non 
seulement linéairement, mais aussi compte tenu des relations 
analytiques qui lient diédres et arétes. 


10. Je viens de m’arréter un moment sur des remarques 
qui montrent nettement le caractère exceptionnel de Véqui- 
valence finie, s’il s’agissait seulement de mettre en evidence 
la différence entre équivalence finie et égalité des volumes 
bien des énoncés amusants pourraient servir. 

Soient deux polyèdres équivalents D, D’ donc de même volume, 
je vais faire l'hypothèse que D est convexe, cela n’est pas né- 
cessaire au raisonnement mais me permettra de dire que D 
est défini par les plans de ses faces, sans ajouter aucun autre 
renseignement qui sans cela serait nécessaire. Soient OX,, 
OX,,...,0X, les directions perpendiculaires à ces faces. Je 
prends, aussi pres qu’on le voudra de OX,, une droite Oz, 
telle que langle X,0x, ne soit exprimable par aucune relation 
linéaire à coefficients rationnels entre x et les diedres de D’; 
puis Ox,, aussi près qu’on le voudra de OX,, et telle que X,0x, 
et æ 0x, ne soient pas exprimables par des relations de la 
même espèce entre les mêmes angles et 2,07; puis Ox, de 
même, mais en tenant compte cette fois de ©, OL, £1 OLz, 7,025; 
puis Ox; en tenant compte de 7,02,, 7,003,0,024, 2,025, 0,024, 0,00, 
etc. Faisons tourner chaque face de D autour d’un de ses 
points pour que, si la position de départ était perpendiculaire 
à OX,, la position finale soit perpendiculaire à Osp. Nous 
avons ainsi un nouveau polyèdre D, très voisin de D; une 
homothétie convenable de D, donnera un polyèdre D, très 
voisin de D, de même volume que D et D’. Or il est clair 
que D,, n’est pas éq. def. f. à D’ puisque aucune relation (@) 
ne contient les dièdres de D,. 


Ainsi, étant donnés deux polyèdres de même volume D et D’, 
on pourra modifier d'aussi peu que l’on voudra les inclinaisons 
mutuelles des faces de D et obtenir un polyèdre D, de même vo- 
lume que D' et non éq. de f. f. à D”. 
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Il est clair que, de la même façon, étant donné un polyedre D’ 
on peut construire une suite indéfinie de polyèdres D,,D,, Ds... 
tous de même volume que D', dont aucun west ég. de f. f. à D’ 
et tels que deux quelconques d’entre eux ne soient pas éq. de f. f.!). 


Revenons au cas de deux polyedres D et D’; nous avons 
obtenu D,, de même volume que D’ et non éq: de f. f. à lui; 
serait-il toujours possible d’obtenir un polyedre # de même 
volume que D, aussi voisin qu’on le voudra de D, et éq. de 
f. f. à D’? C’est l’une des nombreuses questions que l’on pourra 
se poser à l’occasion de ce qui précède. Certes on le pourra 
si D’ est un prisme, il suffirait de prendre 9, formé de cubes 
ou de prismes, mais est-ce toujours possible quand D’ est 
quelconque ? 2 

Remarquons encore qu’un # formé de cubes et pris très 
voisin de D peut étre cependant fort different de D par la 
forme; déja notre polyédre D, pourrait étre fort different 
de D bien qu’il ait le même nombre de faces que lui. Ce n’est 
que dans le cas particulier ou D n’aurait eu que des sommets 
trièdres que D, aurait eu même structure que D, c’est-à-dire 
qu’il existerait entre les points frontières de D et D, une cor- 
respondance continue faisant correspondre sommet à sommet, 
arête à arête, face à face. La question se pose de savoir si l’on 
peut trouver D, et # de même structure que D; question 
peut-être délicate à traiter, ce qui suffirait à justifier qu’on 
s’en occupe. 

Une autre question, sans doute difficile, est celle-ci: re- 
venant au cas où D est un tétraèdre et où D’ est le cube de 
même volume, préciser tous les cas possibles quant au nombre 
de relations (£) et (@) linéairement indépendantes et en donner 
des exemples précis numériques. 


11. C’est à l’aide de tels exemples précis que M. M. BRI- 
CARD et DEHN ont tout d’abord montré la différence entre 
égalité des volumes et équivalence finie. M. BRICARD avait 
considéré le cas où D était un tétraèdre régulier et D’ un cube; 
M. DEHN a considéré de plus le cas où, D étant encore un té- 
traèdre régulier, D’ serait formé de deux tels tétraèdres. 


1) Bien entendu il conviendrait cette fois de remplacer les choix arbi- 
traires par des choix détérminés, ce qui est immédiat. 
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Par ces exemples, ces Auteurs posaient le probleme de 
l’equivalence dans le cas où D et D’ sont deux systèmes de 
polyédres réguliers, probleme dont nous allons nous occuper. 

Il est bon que je rappelle, tout d’abord, comment on peut 
calculer les éléments des polyèdres réguliers. Soit © le centre 
de la sphère circonscrite à un polyédre, A un sommet de ce 
polyedre, AB une aréte dont le milieu est J et soit O le centre 
d’une des deux faces passant par AB. Les diédres du triédre 
QA, 20, QI sont: 


T T T 
9-QI=51 9-QA=—, 9-00= 7 


s’il y a s faces passant par chaque sommet et si chaque face 
a f côtés. Les faces de ce triédre sont les angles sous lesquels 
de 2 on voit le 4 côté AI, Vapothéme OJ, le rayon OA du 
cercle circonscrit à une face et comme les triangles 201,004, 
QIA sont rectangles respectivement en O, en O et en J, le 
calcul des longueurs à partir de l’une d'elles serait facile. Ce 
sont les diédres qui nous intéressent; OIQ est la moitié de 
l’angle plan du dièdre 2 suivant AB, done la face OQI de 


D 
notre trièdre est aussi 55 3° D'où la formule: 


cos— = sin m 
PA Er D fis 


qui donnera sin — 2 d’où tg 2. On trouve ainsi, pour les diedres 


2 2 

T,H,O,D,I des cinq polyèdres réguliers 

tg T=2/2, tg H=œ, tgO=—2/2, tg D=—2, tg Img 
Utilisons le fait suivant +): Les seuls angles commensurables 

avec x dont le carré de la tangente est rationnel sont les angles: 


T 


k 9? k entier, tg? kx=0,00, 
7 
hat 7 ta (kx + 2) - 1; 
kato? tet (ka 2 J= =7 
krz? te (rz +3) = 


1) Voir la Note II placée à la suite de cette conférence. 
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Nous constatons que les angles T,0,D,I sont incommen- 
surables avec H done un cube n’est éq. de f. f. avec aucun autre 
polyedre régulier de même volume. C’est la généralisation du 
résultat tout d’abord indiqué par M. BRICARD, mais on peut 
aller plus loin. 

Des valeurs indiquées des tangentes, il résulte que 7+O=x 
donc T et O ne sont pas commensurables entre eux, sans quoi 
ils le seraient avec x. Soit d’autre part un couple de deux 
de nos dièdres, sauf le couple 7,0, et ne contenant pas H. 
Par exemple T et J, s’ils étaient commensurables entre eux 
on aurait 2MT—2n1, m et n étant entiers; nous savons déjà 
que tg 2mT et tg2n1 ne sont pas nulles puisque T et I sont 
incommensurables avec m, mais les expressions de tg 2mT 
et tg 2n1 nous les donnent sous la forme de polynômes en 
te? T, ou tg? 7, multipliés respectivement par tg T, ou tg I. 
Done on a: 

tg 2mT=r)2, tg2nI=r'V5, 


r etr’ étant des nombres rationnels non nuls; l'égalité 2mT—2n1 
est impossible. Donc, les cing diédres des polyèdres réguliers 
sont incommensurables deux à deux et, par suite, deux polyedres 
réguliers ne peuvent être éq. de f. f. que s’il sont égaux. 


Bien entendu on pourrait aussi bien conclure que la fi- 
gure D, formée d’un nombre fini de polyedres réguliers sem- 
blables entre eux, ne peut étre éq. de f. f. & une figure D’, for- 
mée d’un nombre fini de polyédres réguliers semblables entre 
eux, que si tous ces polyedres sont semblables entre eux. Mais 
même dans ce cas l’équivalence est-elle possible? Il est clair 
qu’il y a équivalence s’il s’agit de figures de même volume 
et formées de cubes, si, au contraire, il s'agissait de figures 
formées de tétraèdres réguliers nous savons déjà, d’après 
M. DEHN, que l’équivalence est impossible si l’une des figures 
contient un seul tétraèdre et l’autre deux. Ceci se généralise faci- 
lement: un polyèdre régulier autre qu'un cube ne peut jamais être 
transformé par équivalence finie en plusieurs polyèdres semblables 
à lui. Soit, en effet, L Varéte du premier polyèdre. li, la, ls, la; 
par exemple, les arêtes de quatre polyèdres qu’on aurait déduit 
du premier par équivalence finie, le théorème de M. DEHN 
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nous donnerait, puisque tous les diedres sont égaux et in- 
commensurables avec x, 

I=h+L, ++], 
pour tout système de solutions rationnelles des (£). Et il y a, 


on l’a remarque, des solutions aussi voisines qu’on le veut de 
L, h, lall; on devrait par suite avoir: 


D=h+1+h+h 2). 
Mais légalité des volumes requérrait 

DP=h+b+6+K, 
il y a contradiction. 

De même, on voit qu'un système de deux polyèdres réguliers 
ne peut être équivalent de façon finie à un autre système de deux 
polyèdres réguliers, si les quatre polyedres sont semblables entre 
eux et ne sont pas des cubes; car l’équivalence requérrait 


ANRT EU ec BEN TER: 


Jusqu'ici le fait que 7,0,H,D,I sont incommensurables 
deux à deux est seul intervenu de sorte que les résultats peuvent 
s'étendre à d’autres polyèdres que les polyèdres réguliers; 
un seul exemple suffira: Un polyèdre dont tous les dièdres sont 
commensurables avec x, sauf certains d’entre eux qui sont égaux, 
ne peut être transformé par équivalence finie en plusieurs autres 
polyèdres semblables à lui. Si, en effet, on représentait par £ la 
somme des longueurs L des arêtes des diédres A non commen- 
surables avec x et par £ la somme des L correspondant, et 
si k,,ko,...,k, sont les rapports de similitude des polyèdres 
obtenus au polyèdre primitif, le théorème de DEHN donnerait, 
R étant rationnel, 


(L— ky, LH — ...— kp f) A= Rm, 
d’où 
ky+ho+...+kp=1; 
tandis que l’égalité des volumes exigerait 


K+k+.. +01. 


1) On peut aussi dire la relation D=1,+1,+1,+1, devant faire partie 
des (£), la relation L=1,+1,-+1,+1, fait partie des (£). 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII ; 15 
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Dans le cas le plus général de deux systemes de polyédres D 
et D’ il conviendrait de méme d’exprimer arithmétiquement 
tous les diédres à l’aide de x et du plus petit nombre possible 
de dièdres, c’est-à-dire de résoudre les équations (@) linéaires 
à coefficients entiers liant les dièdres et x. Lorsque D et D’ 
ne sont formés que de polyèdres réguliers cela est possible car 
alors, très exceptionnellement, on sait écrire le-système (@). 


12. Nous avons trouvé deux relations (@), savoir: 
2H=n, T+0=n; 
grace a elles toute autre relation (@) s’ecrirait 
2n, T+ 2n.D-+ 2n,I=2n;z, 


tg 2n,T+ tg 2m D _ 
1— tg 2n,T -tg 2n,D 


d’où 
tg (2n, 7+ 2n,D)=—tg 2n,1— 
Or nous avons dit que 
tg 2n,T,=rV2, tg2n,D=r, tg 2n,I=r,)5, 


Tifo étant des nombres rationnels non nuls. Done on aurait 


r,V2+r, r (173) V2-+-1,( (1+ 205) 


= - au 


rn 1—r,r,)2 12 
égalité évidemment impossible: entre les dièdres des polyèdres 
réguliers et x il n'existe pas d’autres relations linéaires à coeffi- 
cients entiers que celles qui résultent de 2H=n, T+0=n. 

Si done on a deux systèmes D et D’ de polyèdres réguliers 
et que ces systèmes soient équivalents, les relations de DEHN 
qui s’écrivent, à l’aide de notations qui se comprennent immé- 
diatement, 


(Lr—Lr) T + (£u—£a) H+ (Lo—20) O+ (Lp—£p) D+ ( LL) I= Ra 
donnent 


[(2r—20)—(2r—8o)] T+ (80—12) D+ (2—0) [= Ryn, 
d’où 


Lr—L0=£7r—L0, £p=£p, IHR 
relations qui sont satisfaites si, et seulement si, l’on a: 


Lr—Lo=£Lr—Lo, £p=2p, LS}. 
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Ces conditions nécessaires d’equivalence sont,. avec celle qui 
exprimerait Végalité des volumes, les seules que nous sachions 
écrire pour le cas de deux systémes de polyédres réguliers. Elles 
fourniraient naturellement à nouveau les énoncés déjà for- 
mulés mais elles permettent d’aller un peu plus loin; on peut 
affirmer, par exemple, qu'un polyèdre régulier autre qu’un 
cube ne peut être transformé en polyèdres réguliers semblables 
entre eux par équivalence finie. Les conditions nécessaires pré- 
cédentes exigeraient en effet que les polyèdres obtenus soient 
semblables aussi au polyèdre primitif. On peut dire aussi qu’un 
polyèdre régulier autre qu'un cube ne peut être transformé par 
équivalence finie en deux polyèdres réguliers. En effet, il nous 
suffit d'examiner le cas où les deux polyèdres obtenus ne sont 
pas semblables entre eux; mais alors nos conditions expri- 
meraient que l’un d’eux est semblable au polyédre primitif 
et au moins égal à celui-ci, ce qui est impossible. 

Quant a l’equivalence finie d’un polyédre régulier en un 
systeme de polyedres réguliers, nos conditions nécessaires 
laissent les possibilités suivantes: transformation d’un po- 
lyèdre régulier P en des polyèdres P,, semblables à P et dont 
la longueur totale des arêtes est la même que pour P, et de 
plus en des cubes, €, des tétraèdres €, des octaèdres © la lon- 
gueur totale des arêtes des tétraèdres € étant égale à la longueur 
totale des arêtes des octaèdres ©1). Dans le cas où P est un 
cube, la condition d’égalité de longueur totale entre les arêtes 
de P et de P, disparait; de sorte que, par exemple, il n’est 
pas exclu qu’un cube puisse être éq. de f. f. à un système 
formé d’un tétraèdre et d’un octaèdre. 

Nous sommes entièrement dépourvus de moyens ayant 
quelque généralité pour décider si les équivalences que nos 
conditions nécessaires ne nous ont pas permis de déclarer 
impossibles, existent ou non. On ne connaît, en effet, aucune 
condition suffisante d'équivalence, si restrictive soit-elle; on 
ne connaît que des exemples d'équivalence. C’est là une grave 
lacune de la théorie actuelle de l’équivalence finie, sur laquelle 
j'appelle l'attention des jeunes chercheurs. 


1) Bien entendu, même si P est un tétraèdre par exemple, il faut dis- 
tinguer les P, des T. 
15* 
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C’est par des dissections de polyedres réguliers en po- 
lyèdres réguliers — ce qui est un cas particulièrement évident 
d'équivalence finie simple entre le polyèdre primitif et Pen- 
semble de ses parties — que je vais répondre, très partielle- 
ment, aux questions d'existence soulevées il y a un instant. 


13. On connait bien deux telles dissections. Partant d’un 
cube, d’un tétraèdre régulier ou d’un octaèdre régulier, divi- 
sons-en les arêtes en n parties égales, n étant un entier 
quelconque, et par les points de division menons des plans 
parallèles aux faces. Nous disséquons le polyèdre initial P en 
polyèdres réguliers p, qui sont tous des cubes si P était un 
cube, qui sont des octaèdres et des tétraèdres si P était un 
tétraèdre ou octaédre. Par exemple, on divisera ainsi un cube 
en 8 cubes, un tétraedre en 4 tétraedres et 1 octaédre, un 
octaédre en 6 octaédres et 8 tétraédres. La prolongation indéfinie 
des séries de plans paralléles qui viennent de nous servir donne 
deux pavages de l’espace: le pavage I en cubes égaux, le pa- 
vage IT en tétraèdres et octaèdres de même longueur d’aréte. 
Si nous ne conservons que 3 des 4 séries de plans paralléles 
qui donnaient le pavage II, nous obtenons un pavage III la 
maille est un parallelipipede & faces losanges, un rhomboedre, 
Ce rhomboédre, qui se présente & nous comme formé d’un 
octaèdre régulier et de deux tétraèdres réguliers, est, comme 
tout prisme, éq. de f. f. à un cube. Done wn cube est éq. de f. f. 
au système formé de deux tétraèdres réguliers et d’un octaèdre 
régulier, tous trois de même longueur d’arete. 

Ainsi, partant d’un cube P divisé en cubes p,, nous pour- 
rons agglomérer certains de ces p, en cubes plus grands, rem- 
placer d’autres p, ou certains de ces cubes plus grands par des 
systèmes de deux tétraèdres et d’un octaèdre; partant d’un 
tétraèdre ou octaèdre P divisé en tétraèdres et octaèdres p, 
nous pourrons agglomérer certains de ces p, en tétraèdres ou 
octaèdres plus grands puis remplacer certains des systèmes 
de deux tétraèdres et d’un octaèdre tous trois de même lon: 
gueur d’arête par un cube. Bref, nous prouvons que par équi- 
valence finie un cube, un tétraèdre régulier ou un octaèdre ré- 
gulier, peut être transformé en un système formé de cubes, de 
tétraèdres réguliers et d’octaèdres réguliers. 
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14. Renoncons à la transformation d’un rhomboédre en un 
cube par équivalence, les pavages I et II nous donnent d’abord 
les p, des agglomérations convenables de ces p, nous donnent 
quantité de dissections d’un cube (d’un tétraèdre ou octaèdre) en 
cubes (en tétraèdres et octaèdres) dont les faces sont parallèles 
à celles du solide primitif; les arêtes de tous ces solides ont une 
commune mesure, Savoir la n-ième partie de l’arête de P si, pour 
avoir le pavage, on avait divisé cette aréte en n parties égales. 

Pour terminer, je vais prouver que les dissections qui viennent 
détre indiquées sont les seules dissections de polyèdres réguliers 
en polyèdres réguliers qui existent. En effet, si un polyèdre P 
est disséqué en polyèdres partiels P;, chaque dièdre de P est 
une somme de dièdres des P;; or entre les dièdres des polyèdres 
réguliers n'existent que les relations 2H=rz, T+O=2. Done 
si P et les P; sont réguliers, ceux des P; qui emplissent les 
dièdres de P sont semblables à P. La longueur totale des arêtes 
de ceux des P; qui sont semblables à P doit donc être supé- 
rieure à la longueur des arêtes de P, puisque les arêtes de ces P; 
qui ne sont pas toutes confondues avec celles de P, doivent 
pourtant recouvrir toutes celles de P. Maïs nos conditions 
nécessaires d'équivalence appliquées à P pris pour D et à la 
famille des P; prise pour D’ montre que si D est un dodécaèdre 
ou un icosaèdre ces deux longueurs totales doivent être égales. 
Un dodécaèdre ou un icosaèdre ne peut done pas étre disséqué 
en polyèdres réguliers. 

Supposons, pour fixer les idées, que P soit un tétraèdre; 
ses dièdres sont remplis par des tétraèdres P;; enlevons-les. 
Il nous reste un polyèdre, ou un ensemble de polyèdres, P’ dont 
les dièdres inférieurs à x sont égaux à a—Z=O done sont 
remplis par des P; octaédriques. Ces octaèdres ont leurs faces 
parallèles à celles de P; donc, en enlevant ces nouveaux P;, 
on a un polyedre P” dont les dièdres inférieurs à x étant 
toujours formés par des plans de mêmes directions sont T 
ou 0; on pourra donc continuer le raisonnement jusqu’à ce 
qu’on ait enlevé tous les P;. La dissection de notre tétraèdre 
mest donc bien possible qu’en tétraèdres et octaèdres à faces 
parallèles à celles du tétraèdre primitif. 

Prenons trois arêtes de celui-ci pour axes de coordonnées 
et considérons les projections obliques associées à ces coor- 
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données. Les sommets des P; projetés divisent les axes en 
segments que j’appellerai respectivement a;,bj,c;. Appelons lm 
Varéte de Pm, l celle de P. Entre toutes ces quantités il existe 
des relations linéaires, celles qui expriment / et les ln en fonctions 
des a;, en fonctions des b;, en fonctions des c;, d’une manière 
pour les tétraèdres, de deux manières pour les octaèdres qui 
ont, chacun, deux arétes paralléles 4 chaque axe et celles qui 
expriment que chaque tétraédre a une face paralléle a celle 
des faces de P qui n’est pas plan de coordonnées et que chaque 
octaédre a deux telles faces. Toutes ces relations sont linéaires 
homogènes à coefficients entiers, elles permettent d’obtenir 
sans indétermination les a;,b;,c; en fonction de J et des lm. 

Considérons le systeme (S) d’équations linéaires obtenu 
en remplaçant, dans toutes les relations linéaires, homogènes, 
à coefficients rationnels entre les a,b,c,l, les longueurs connues 
&i,0j,Cx;lm par des inconnues &;,0;,Cx,lm. Ce système est possible, 
nous allons montrer qu’il est déterminé et nous savons qu’il nous 
suffira pour cela de montrer qu’il détermine les lm. Vil n’en 
était pas ainsi on aurait des solutions telles que: 

RE EE Se A o 

les tta... étant des paramètres arbitraires. Or, parmi les consé- 
quences algébriques de ($), se trouve la relation qui généralise 
celle exprimant que le volume de P est la somme de ceux 


des P;, savoir: 
3 73 
l EDan 


Am étant 1 ou 4 suivant que Pm est un tétraèdre ou un octaèdre. 
Or ceci s’écrit: 


Ù? =) Amlm+ + +3 LAmbm(lin) tit + 
Il faudrait donc, en particulier, que l’on ait 


D'Amlm(lm) = 0, 

relation impossible puisque tous les termes du premier membre 
sont positifs. Notre systeme est done determine, sa résolution 
donnera les lm en fonction de ! par des calculs rationnels faits 
à partir des équations ($) à coefficients entiers; les rapports 
lm/l sont donc bien tous rationnels. 

Le raisonnement précédent s’appliquant aussi bien aux 
cas de l’hexaèdre et de l’octaèdre, notre théorème est démontré. 
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15. Il est assez curieux de remarquer qu’il conduit à une 
condition de commensurabilité à rapprocher de celles aux- 
quelles la théorie des quanta, rajeunissant et renouvelant les 
anciennes lois de rapports simples, a conduit récemment. 

Et, puisque nous pensons un instant & la physique, cons- 
tatons que des méthodes comme celles relatives à l’étude 
des cristaux par les rayons X, ont montré l’intérêt que pré- 
senterait pour les physiciens une connaissance profonde des 
polyèdres, que les mathématiciens ont jusqu'ici très peu étu- 
dies +). C’est l’une des raisons qui m’a fait choisir le probleme 
de l’equivalence comme sujet de cette conference; ce probleme 
peut en effet fournir une occasion de pénétrer quelque peu 
dans le monde peu connu des polyedres. 

Ce probleme n’est evidemment pas de ceux qui s’imposent 
avec urgence a l’attention des mathématiciens physiciens, 
malgré ses origines lointaines qui le rattacheraient quelque 
peu à l’atomistique: C’est, en effet, le besoin, ’espoir de trouver 
des constituants simples et constants pour les corps qui fit 
croire aux mathématiciens que deux longueurs quelconques 
avaient toujours une commune mesure, un atome commun, 
et Véquivalence de deux polyédres des qu’ils ont le méme 
volume pouvait sembler étre une conséquence naturelle de 
l’existence pour ces deux polyèdres d’atomes communs. En 
somme, des espoirs en ce sens semblaient fondés puisque la 
méme idée générale avait procuré de remarquables succés: ainsi, 
en considérant le plan pavé de triangles égaux, on avait été 
conduit au théorème de THALES. 

Peu importe, après tout, que le probleme de l’équivalence 
ait ou non une importance concrète; le mathématicien ne 
s’occupe pas des questions à cause de possibilités d’utilisations 
immédiates; il lui suffit qu’il reste à chercher, qu’il y ait des 
difficultés à vaincre, des beautés à découvrir; j'espère avoir 
réussi à convaincre les jeunes qui ont bien voulu m’écouter 
que le problème de l’équivalence remplit ces trois conditions. 


1) Récemment un physicien français, M. G. Fournier, retrouvait 
les nombres de la série de Mendeleef par la considération de certains 
corps formés à l’aide du pavage II. 
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Note I 


Je vais reprendre ici la démonstration, esquissée dans 
le texte, du théorème de M. DEHN. Nous sommes partis de 
deux polyedres, ou systèmes de polyedres, D et D', divisés 
respectivement en polyèdres d;, d; congruents; nous avons 
considéré un segment s, d’une arête de l’un des d; pris aussi 
grand que possible sans qu’il contienne un sommet des d; à son 
intérieur et à ce segment de longueur o,, nous avons attaché 
la somme 2, des dièdres a, des d; qu’on rencontre en tournant 
autour de s,. Or, on a: 


(1) Dr AE TT: RTC? 


suivant les cas. On a aussi la relation analogue pour D’, les 
2, étant aussi des sommes de diedres ap 


(1’) ibis = Bigs CGR 


Les longueurs lm des arêtes des d; et les longueurs Lm des 
arêtes de D s'expriment par des relations: 


(2) l,=2 0,0% L,=Z NOTRI 
les 0, et n, étant égaux à 0 ou à 1. Et de même 


(2’) ln =D 9,0, Dim: 


m 


D’après la définition même des o et o} nous sommes d’ail- 
leurs certains que l'inversion des systèmes (2) et (2’) est possible 
et donnerait des relations 


(3) Ok = D'Enln+ Dial (3’) D= X Cnln+ Dita li 


les ¢,7,¢’,c’ étant égaux à 0 ou à +1; chaque o, est donné par 
au moins une égalité (3) mais peut-être donné par plusieurs 
telles égalités et de même pour 64. 

De sorte que lorsque Pon forme, avec M. DEHN, la somme 
Non&n, 8a valeur Almam, évidente géométriquement, résulte 
aussi algébriquement des égalités (2) ou (3). On a ainsi, comme 
conséquence algébrique de (1), (2) la relation: 


(4) D lmam= 2 Dy Agta Dy ErOk) 
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é étant égal à 0, 2 ou 1 suivant que le second membre de 
l'égalité (1) relative à D; est un A, est 2x, ou est x. Tenant 
compte de (3), ceci s'écrit encore: 


(5) 2 lnam=2, Ir Ar+ rd, Erlr+ Y erli) 


les E et e étant des entiers positifs, negatifs ou nuls. 
De möme on aura: 


(5’) Dy lnam =), Le Ar + al) EiLi+ el), 
d’où 
(6) D'LAx 2 Arad nd Ee D+ > (ee) bal 


Cette relation, étant conséquence algébrique des précédentes, 
il suffirait que des variables Lr, Ar, Lh; Ar, Im,@n,0n,0n Vérifient 
les relations (1), (1’), (2), (2’) obtenues en mettant dans (1), 
(1’), (2), (2’), ces variables à la place de Lr, Az, Ir, A, lmam; Ony On 
pour qu’on en déduise: 

(6) S Irs) DrA=n| X Bil— 2 Bili+ D(ex— eh) 

L'égalité (6) ne contenant pas 4»,0»,0, éliminons ces in- 
connues des équations (1) et (1’) d’une part, (2) et (2’) d’autre 
part; ceci nous donne des relations desquelles, dans l'ignorance 
où nous sommes de la disposition et de la forme des d; et dj, 
nous pouvons dire seulement que ce sont des relations linéaires 
homogènes à coefficients entiers entre les A,,A; et x d’une 
part, entre les L;,L;,lx d’autre part. 

Résolvons ces dernières relations par rapport aux J,, nous 
obtiendrons chaque J, comme fonction linéaire homogène 
à coefficients rationnels des Z,,L;, et éventuellement de para- 
mètres arbitraires. Portons ces valeurs dans (6), les paramètres 
arbitraires ne figurant qu’au second membre disparaitront 
et nous trouverons: 


(7) N L(Ar—rin)=)) LHAi—rix), 


les r et r’ étant des nombres rationnels. 

Nous avons dit que les 4,4; doivent vérifier certaines 
relations linéaires, celles-ci sont vérifiées par A, Ag donc nous 
serons certains d’avoir bien choisis les Ap, A; si nous les astrei- 
gnons à vérifier toute relation linéaire du type considéré que 
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verifient les AA Les L;,L, doivent vérifier les relations 
linéaires homogènes a coefficients entiers résultant de Péli- 
mination des 1,,0,,0„ entre (2) et (2’), relations qui sont toutes 
vérifiées par L, et L}, donc: 


A. Si D et D' sont ég. de f.f., à chacun de leurs diedres on 
peut attacher un nombre rationnel rą ou rh tel que Von ait la re- 
lation (T) pour toute solution L,,L; des équations (£) linéaires 
homogènes à coefficients entiers et qui sont vérifiées par Ly, Ln, 
et par toute solution Ap Ay des équations (2) linéaires, à coeffi- 
cients entiers, dont le second membre est un nombre entier de 
fois x, et qui sont vérifiées par Ar, Ak). 


A cet énoncé, adjoignons-en deux autres qu’on aurait 
obtenu, le premier en ne remplaçant pas am, Ax, Ag par des _ 
variables, le second en ne faisant que ce remplacement. 


B. Si D et D' sont éq. de façon finie, on a la relation: 


(8) D Lu(Ar—ran)= À Li(Ai—rix) 
pour toute solution des équations (£). 


©. Si D et D' sont ég. de f. f., on a la relation: 


(9) Dy Ly (Anr—1nx) =>, Li(Ak— rin), 
pour toute solution des équations (@). 


En apparence ces énoncés sont plus particuliers que À, 
en réalité, ils sont équivalents. Supposons, en effet, que la con- 
dition (8) soit vérifiée. La solution la plus générale des (£) 
est une combinaison linéaire homogene d’un certain nombre p 
de solutions rationnelles £41, £4.13 Ca» £4,2}+++3 Lxps Lkp et pour 
chacune de ces solutions on a done: 


(10) N (Ar ea) =D) (Ak rhn). 


1) Les équations (£) et (2) sont en nombre infini, mais il suffit d’écrire 
un systeme arithmétiquement complet de ces équations, c’est-à-dire tel 
que toute autre équation (£) et (@) soit une combinaison linéaire à coeffi- 
cients rationnels de celles écrites. 
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Or ceci est une relation linéaire homogène entre les 44,4% 
et x qu’on pourrait écrire avec des coefficients entiers, elle 
fournit donc une des équations (@), donc on à aussi: 


D, Lr i(Ak— tkn) =D, St.i(Ap—Th2). 


Et, par combinaison linéaire homogène de ces p relations, 
on obtient la relation (7). 

On démontrera de même que C est équivalent à A en remar- 
quant que la solution la plus générale des (@) s'obtient à partir 
d’un certain nombre g d’entre elles, qui sont commensurables 
avec z, comme combinaison linéaire homogene et dont la 
somme des coefficients est un de ces g solutions particulières. 

La généralité de A étant apparente, utilisons Pénoncé B. 
Il fournit les p relations (10); chacune d'elles s'écrit encore 


(11) D £nıAr— 2 Sei A= Rin, 
R; étant rationnel et donné par 
(12) > und) Lp tr —Rı- 


Mais les p systèmes de nombres Sri, £k: étant linéairement 
independants, comme systeme fondamental de solutions des (£), 
les relations (12) donnent des nombres rationnels r,,r; quelles 
que soient les valeurs rationnelles que l’on donnera aux Rp. 
Done on peut remplacer les p relations (10) par les p re- 
lations (11) avec la seule mention que les R; doivent être ra- 
tionnels. Or, s’il en est ainsi, toute solution rationnelle des (£), 
etant combinaison linéaire homogene 4 coefficients rationnels 
des Sri, £p 1i, fournira une relation de la forme (11). D’où ’énoncé 
de M. DEHN, équivalent aux précédents: 


D. Si D et D’ sont éq. de f. f., pour toute solution rationnelle 
des équations (£), on a une relation 


(13) > (Zu), Ar— I (Li) AA=Rn, 
R étant rationnel. 

Les énoncés A,B, C, D sont done équivalents; si, par exemple, 
l'énoncé de M. DEHN ne parle que des équations (£) comme 


il oblige à reconnaitre si la relation (13) est ou non vérifiée, 
c’est-à-dire si elle est ou non une des relations (X) il suppose 
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done aussi en réalité, des connaissances relatives aux équa- 
tions (@). C’est pourquoi j’ai préféré donner tout d’abord un 
énoncé qui montre que les rôles des (£) et des (@) sont pa- 
rallèles, mais il fallait aussi que je mette en garde contre la 
généralité, plus apparente que réelle, de cet énoncé A. 

Imaginons que nous sachions effectivement former les (£) 
et les (@), alors nous trouverons, comme il a été dit, les Lr, L; 
par des formules 


Ly= ty Ir + te Spot ... Sr tp Shy L= t Lpa + ty Shot see =F tp £k p 
et les Ar, Ap par des formules 
Ara (Aro tH UBri H.-H 0 Bra) Ar=n (Apo Brit... +07 Bha) 


les t et 0 étant des paramètres arbitraires, les @, Q’, B, B’ étant 
rationnels comme les SLri, Shi les Bri, Bhi donnant un système 
fondamental de solutions des équations homogènes (2) déduites 
des (@) en y remplaçant x par zéro. 

Si nous portons ces expressions dans (7) nous avons les p 
relations 
X Lr N) Ari U — Th) 


a 


qui s’écrivent encore 


les &; étant rationnels, et les pq relations !) 
X £n,iBr,j;— >} Li Bi j= 0. 


Mais si nous avions utilisé ’énoncé de M. DEHN, par exemple, 
les mêmes relations se seraient immédiatement aussi pré- 
sentées à nous car les Qr, Qh s’obtiennent en donnant aux 6 des 
valeurs qui doivent être arithmétiquement indépendantes 
linéairement; sans quoi, en effet, les 4;, 4; vérifieraient une 
relation de la forme (@) que ne vérifieraient pas tous les Ar, At, 
ce qui est absurde. Des lors, en portant ces expressions des 


1) Ces relations ont été écrites pour la première fois par M. O. Nicoletti 
qui, dans ses recherches, a aussi mis en évidence le parallélisme des rôles 
des systèmes (L) et (@) (Rend. della R. Acc. d. Lincei. 1-er sem. 1913. Rend. 
del Cire. Mat. di Palermo l-er sem. 1914 et 2-e sem. 1919). 
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A„4; dans la relation (13) nous aurions bien nos mêmes p(q+1) 
relations. 

Ainsi, non seulement tous les énoncés sont équivalents 
théoriquement, mais ils le sont pratiquement car ils conduisent 
aux mêmes calculs. 

Je ne me suis occupé que de l’équivalence simple. Le pas- 
sage à l’équivalence par multiplication est immédiat; pour 
l’équivalence par différence, nous raisonnerons, avec M. DEHN, 
comme il suit: 

Soient À et A’ deux systèmes de polyèdres éq. de f. f. simple 
ou par multiplication et supposons que D+A et D'+A' soient 
aussi éq. de f. f. simple ou par multiplication. Nous aurons 
à considérer trois systèmes d'équations (£), celui relatif à la 
comparaison de A et A’, soit (£)a, celui relatif à la compa- 
aiso n de D+A et D’+A’, soit (£)p+a et celui relatif à la com- 
paraison de D et D’, soit (2)p. 

Pour que des L; et L; relatifs aux dièdres de D et D’ appar- 
tiennent à une solution des (£)p14 il faut qu'ils vérifient les 
équations obtenues en éliminant dans les (£)p:4 les L,I; 
relatifs à A et A’, équations qui font partie des (£)», qui sont 
même les (£)p car toute équation (£), appartient évidemment 
aux (£)p+1. Raisonnant de même les (£)a remplaçant les (£)», 
on voit que toute solution des (£)p+a est formée par l’asso- 
ciation d’une solution des (£)p qu’on peut prendre arbitraire 
avec une solution convenablement choisie des (£).. 

Donc, à une solution rationnelle des (£)», il suffit d’ad- 
joindre une solution rationnelle convenable des (£)ı pour avoir 
une solution rationnelle des (£)p+a; mais ceci nous donnera 


(13)a I (Lr) Ar) (Ei), Ar=Ra, 

entre les éléments de A et A’; 

(13)p+4 3 (Lu). An— 3 (Li), A= Sax, 

entre les éléments de D+A et D’+A’; d’où par différence, 
(13)p 3 (Lu) Ar— Y (Li), A= (R— 8) x; 


entre les éléments de D et D’. D’oü l’enonce D, et par suite 
aussi les énoncés A,B,C pour l’équivalence générale. 
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Note II 


Démontrons la proposition utilisée dans le texte: les seuls 
nombres de la forme +\r, où r est rationnel, qui sont égaux à la 
1 
| E 

Ecrivons 7 sous forme irréductible m/n; nous supposerons 
d’abord que l’un des deux nombres m et n, premiers entre 
eux, admette un facteur premier p, autre que 3. Et puisque, 
si m/n était la tangente d’un arc commensurable avec x, il en 
serait de même de n/m, supposons que p divise m. Et montrons 


qu’on ne peut avoir 
m kr 
E = ome eo 


k et N étant entiers. L’expression de tg 2Nx en fonction de tg x 
nous donnerait, à l’aide des coefficients binomiaux Cy, 


tangente d’un are commensurable avec x, sont 0, +1, +)3, + 


2N—1 


0= On tg o— Orv tg’ e+... Oy tg w 


ou, en divisant par tgx et en multipliant par n~! 


min Tl... +2 Nm. 


m contient p à une puissance positive a,n ne le contient pas, 
2N le contient à une puissance f positive ou nulle. Le premier 
terme du second membre contient donc p exactement à la 
puissance B; le second terme le contient à la puissance a 
à cause du facteur m et à la puissance f au moins à cause de 
2N- Cv: 
3 
Cy admet le facteur p au moins autant de fois que 2N. 
Pour les mêmes raisons, le terme 


Oy= puisque, p étant différent du dénominateur 3, 


DAT 2k 
2N-Oon-1 à ANE k 


2k 


2k4-1 k. N—k—i 
Or m°n = 


L’EQUIVALENCE DES POLYEDRES 225 


admet p au moins à la puissance ka-+ß, tant que p ne divise 
pas le dénominateur 2k+1 et au moins & la puissance 
ka+ß—y si p est à la puissance y dans 2k+1. Mais alors 
p west pas egal & 2, il est au moins égal & 5, et de plus on a: 


RA SprDsr>by, PET <echa. 

Donc p est contenu dans le terme examiné plus de f fois. 
L’égalité envisagée est donc impossible, puisqu’au second 
membre tous les termes, sauf le premier, seraient divisibles 
par p**!; le théorème est démontré pour le cas envisagé. 

Il nous reste à examiner le cas où l’un des deux nombres m 
et n est une puissance de 3 supérieure à la premiere et où l’autre 
est égal à 1. Soit m=3*,a>2;n=1. B et y ayant les mêmes 
significations que plus haut, on aura cette fois 

2 y k+1 5 
2k+1>37>3y, eee E S <k<ka. 

Le théorème est done aussi prouvé pour ce cas, et l’on 
voit en méme temps comment s’introduit le cas exceptionnel 
p=3, a=1 indiqué par l’énoncé. 

Ce mode de raisonnement t) est susceptible de fournir des 
résultats plus généraux, mais moins simples et que je ne puis 
developper ici, relatifs par exemple à d’autres irrationnelles, 


Vr ou at br, par exemple. 


Le raisonnement par lequel, dans le texte, on a formé 
toutes les équations (@) pour le cas des polyedres réguliers 
peut aussi être utilisé dans des cas beaucoup plus généraux. 
I suffira ici de donner cet énoncé: si l’on a des angles A,, As, ..., Ay 


dont les tangentes ne sont égales ni à 0, ni à +1, ni à + V3, 
ni à E et ont des expressions de la forme tg Ai=Sr;, ri étant 


rationnel, si, de plus, chaque ri, à partir de i=2 contient à son 


numérateur ou à son dénominateur un facteur premier à une 


1) C’est celui que M. H. G. Forder, dans son ouvrage: The Foundations 
of euclidean Geometry, utilise pour le cas particulier de T— 22, d’après 
une suggestion de M. R. Cooper. 
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puissance impaire et que ce facteur ne se trouve a une puissance 
impaire dans aucun terme de 14,7p,...,7i1, il n’ewiste entre les A 
et x aucune relation à coefficients entiers. 


En effet, une relation 
tg [2nı Aı+ 2n2 A>+ ...+2n.A.]=0, 


entrainerait entre les Vr; une relation linéaire par rapport 
a chacun de ces radicaux et a coefficients rationnels en tant 
que relation multilinéaire, ce qui est impossible. 


SUR LES POINTS ZEROS DES FONCTIONS 
ANALYTIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES 


Par F. LEJA, Krakow 


Designons par R l’espace de k>1 variables complexes et 
par {Pa} une suite de points différents quelconques de R, ten- 
dant vers l’origine des coordonnées 0. 

Je dirai qu’une suite {Pa} de Ry est une suite de Carathéo- 
dory, ou qu’elle est du type C, si chaque fonction analytique 
de & variables complexes, réguliére au voisinage du point 0, 
s’annule identiquement lorsqu’elle s’annule en presque tous les 
points P,. 

On sait que chaque suite {P,} du plan Rı est du type O 
et que cette proposition n’est pas vraie dans le cas de l’espace 
Ry, où k>21). Néanmoins, il existe dans chaque espace Ry, 
des suites {Pa} du type ©. De telles suites ont été construites 
par ©. CARATHÉODORY ?). 

Je vais donner une condition suffisante très simple pour 
qu’une suite {P,} de l’espace R, soit du type O. Nous dési- 
gnerons par (x,y) les coordonnées d’un point variable dans R, 
et par (Vn, Yn) celles du point Pn. 

Chaque suite {tn,Yn}, OÙ |ünl+|Yn|>0, tendant vers l’origine 
des coordonnées est une suite de Carathéodory si la suite 


(1) {Yn|@n} 


a une infinité de points R accumulation. 


1) Par exemple, la fonction f(x, y)=—xz-+y? n’est pas identiquement 
nulle bien qu’elle s’annule aux points P„ des coordonnées w= me, Y=2,» 
quel que soit zn > 0. 

2) Journal fir Mathem., t. 165 (1931), p. 180—183. 
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Demonstration. Soit f(x,y) une fonction analytique, 
développable en une série double 


(2) f(x, y) me x Re 


absolument convergente dans un domaine 
(3) |a|-+ly| <ô, où 6>0, 


et remplissant la condition f(#,,yn)=0, pour n>N. La série 
simple 


D (n,o X-F An—1,1 erty + don y")=2 Onlin, y) 


n= 


co 


converge uniformément dans le domaine (3) et l’on a dans ce 
domaine 


(4) fla, y)= X valy). 


Puisque f(a, Yn) tend vers f(0,0)=aw on doit avoir aw=ù0. 
Supposons que tous les coefficients a pour u+»<k soient 
nuls et que le polynôme 


Vn (2, y)= 2". vr(1, yjx) 


ne soit pas nul identiquement. Comme le polynôme v;(1, 2) 
de la variable z n’a que k zéros au plus il existe parmi les 
points d’accumulation a,f,... de la suite (1) un point fini a 
tel qu’on a 

(5) v,(1, a) + 0. 


Soit {Va Yny une suite partielle de {®n, Yny pour laquelle 
Y1,/2, = an >a et soit r>0 un nombre tel qu’on ait |al<r. Il est 
clair que si n>N, où N est un nombre suffisamment grand, 
on à |a|<r et les points (Sn, Yn) appartiennent au domaine (3), 
donc la série 


f(a, y/)=a'"[v, (1, a,)+æ,-0,,,(1,a,)+22.0,,,(1,a,) +o] 


converge pour n>N, et comme fw,,y;,)=0 et &n + 0, car a est 
fini, on a pour n>N 


(6) vall, an) + 2-4, (1, a,) +07? Capall, ap) +...=0. 
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Mais toutes ces égalités ne peuvent pas se produire dans 
Vhypothése (5). En effet, on a lim o;(1,a,)=v;,(1,a)+0 et 
nous allons voir que la somme " 


?,(&, =e) Vp (L a,)+2%0,,,(1, a,)+… 
tend vers zéro avec 1/n. Posons dans ce but 
Y.(zy)=la.,o@")+lanı,ı 07-1 y| +... + ldony”| 


et observons que la série 2, V,(æy) converge dans le domaine 
(3), done la série entiére simple en x 


o*(V,(1, 7) Hery (1, r) +0? Vn+0(1,7)+...] 
converge dans le cercle 
jel|t+r\a|<d, ou rx <6/1+r. 
Par suite la somme 
D(x) =|o| - Vry (1, r)+ lal? - Vage(1,7)+-.. 


tend vers zéro avec æ et comme |a <r pour n>N on a pour 
n>N et m>k |vm(1, an)|\<Vm(1,7) et par conséquent 


\Pn(@n)|< P(an) 
ce qui prouve que lim @, (a )=0. 
n->co 


L’hypothése que les polynömes v,(#,y) ne sont pas tous 
nuls identiquement conduit done & une contradiction, et par 
suite notre proposition est démontrée. 

Observons que, si la suite (1) n’a qu’un nombre fini des 
points d’accumulation, la suite correspondante {x,,y,} ne jouit 
pas nécessairement de la propriété C. Par exemple, la fonction 


f(x, y)=(y—a02)(y— 1). (y— ap 1%) 


s’annule aux points de la suite {w,,y,}, Si Y,—a;2, pour 
n=pv+j, 0<j<p, v=0,],...; la suite correspondante {y,/=,} 
n’a ici que p points d’accumulation. 

La proposition précédente peut être étendue aux suites {P,} 
de l’espace R à un nombre quelconque de dimensions. Nous 
désignerons par (2,%,2,...,u) les coordonnées d’un point va- 
riable dans R; et par (v,,y,,2,-..U,) celles du point Pn. 

16* 
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Je dirai qu’un ensemble Æ de points de R, jouit de la 
propriété P si chaque polynôme de k variables complexes (non 
identiquement nul) est différent de zéro en un point au moins 
de H. Ceci posé, on peut démontrer la proposition suivante 
que j’énoncerai pour le cas k=3: 

Chaque suite de points {2,,y,,4,), dont une des coordonnées 
au plus est égale à zero, tendant vers l’origine des coordonnées 
est une suite de Carathéodory si l’ensemble des points d’acoumu- 
lation de la suite 

Yale Znl®n} 


jouit dans Vespace R, de la propriété P. 
La démonstration est analogue à la précédente. 


SUR LA NOTION DE COLLECTIF 


Par JAN HERZBERG, Lwów 


Introduction 


M. A. WALD!) a précisé la notion de collectif à l’aide de 
la notion généralisée du procédé de choix, ce qui lui a permis 
de donner la démonstration effective de l’existence des col- 
lectifs, sans recourir à des axiomes spéciaux quelconques ?). 
Ce résultat a frayé la voie à la résolution complète du 
problème des fondements de la théorie des collectifs, amorcée 
par M. R. v. Mises 5). La méthode de M. WALD a cependant 
ce point faible qu’elle relativise la notion de collectif. Un 
ensemble dénombrable S de procédés de choix étant donné, 
il existe alors des collectifs relativement à S. De cette manière 
la théorie perd le contact avec la réalité, puisqu'elle ne donne 
aucune indication si un procédé de choix pratiquement donné 
appartient ou non à S. 

Une résolution complète de cette difficulté estdonnée par la 
théorie des types logiques dans sa façon pure (c.-à-d. sans l’axiome 
de réductibilité). Dans chaque système logique basé sur la pure 
théorie des types on peut concrétiser l’idée de M. WALD. 
Il suffit de poser pour l’ensemble indéterminé S l’ensemble 
de tous les procédés de choix d’un certain type logique, c’est 
à dire un ensemble dénombrable assez large pour contenir tout 
procédé de choix qui pourrait apparaître en pratique. Alors la 


1) A. Wald, Sur la notion de collectif dans le calcul des probabilités, 
Comptes rendus, 202 (1936). 

2) A. Wald, Die Widerspruchsfreiheit des Kollektivbegriffes der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, Ergebnisse eines math. Kolloquiums, Heft 8, 
Wien 1937. 

*) R. v. Mises, Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Math. 
Zeitschr. 5 (1919). 


232 J. HERZBERG 


notion generale de collectif peut être définie sur Vétage typical 
suivant. Cette méthode de construction reproduit parfaitement 
le caractére ,,irrégulier“, et pourtant déterminé, du collectif. 

En particulier un systeme de la sémantique theorie des types 
qui réalise de la plus simple maniére les principes de la pure 
théorie des types, est convenable pour servir de base au calcul 
des collectifs. Un nouveau modèle du systeme de la séman- 
tique théorie des types a été donné récemment par MM. L. 
CHWISTEK et W. HETPER®). En m’appuyant sur ce dernier 
travail je reconstruis la notion de collectif selon la méthode 
esquissée plus haut. 


I. Construction des notions auxiliaires 


1. Classes et relations. Nous introduisons une petite mo- 
dification dans la théorie des classes et des relations, développée 
par MM. CHWISTEK et HETPER ë), pour simplifier la notation. 
Au lieu des abréviations données à la page 31 de New Foundation, 
nous admettons les suivantes: 


CINML]XEHA| = we | À — B*ayyH[-0(L)| 
/\\Hanu}{- 0(L)\(HanuXA)[-0(L)] 


Cls [NV ML]EH » II [NL enr H [MLJanz Cl [N ML]ex: EHayı 
Class [NML]E 3 H [ML]hur Cls [N MD) Elan 
€ [NV ML]XE $ H [ML]huranı N Cl [N ML]X Ehu, QML QML 
| [N ML]EFG » | AClass[N ULE) Class[ N ML]F 


A Olass[N ML)G4 | [NZ] ex: : 
=e[N ML]oxıE|e[N ML]exıFe[N ML]onı@ 


Les opérations de négation, d’addition, de multiplication, 
ainsi que les notions d’inclusion et d’égalité des classes peuvent 
être obtenues sans difficulté à l’aide de la notion précédente 
|INML]EFG. 

Nous introduisons encore: 


V comme abré- 
NM | viation de 
Anu > X% xayu~ = Annannl:0(M)] (la classe vide). 


*anu—=anmanml-0(M)] (la classe pleine). 


4) L. Chwistek et W. Hetper, New foundation of formal meta- 
mathematics, The Journal of Symbolic Logic, Vol. 3, Numb. 1. 
5) 1. c. chapitre VI, paragraphe 2. 
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On voit que nos classes ne sont plus, comme elles l’étaient 
chez MM. CHWISTEK et HETPER, des propositions obtenues 
du schéma |] [NW ]ayx-H, mais seulement des expressions obte- 
nues du schéma xayuH, H contenant la variable apparente ayy. 
Grâce à cette modification il a été possible de réduire les 
exigences typicales dans les abréviations Cls[NML]EH et 
e[NMLIXE. 

Nous introduisons maintenant une modification analogue 
dans la théorie élémentaire des relations. Nous admettons les 
abréviations suivantes: 


RI[PQ MDX YEGHA RENE A=Px diou* apn@[- 0(L)] N@arnl- 0(Z)] 
: A{Ga om: OL) A(@aieuYH)[-0(L)] 
(HapyX A)[-0(L)} 
Rel[PQML]EG » | [LPL eer [IIQL]yor a (ML) amu hur 
RILPQ ML) xp. yo EG hu aur 
Relat[ PQML]E » |ALML]gu, Rell PQML] Egu: 
rel[PQML]IXEY » | A[ML]guzr hn as 
ARI [PQML] HE Y Equr hur AMLAML 
(D2)[PQUMUL]XE » ALAL Yg rel[PQOML]X Eyo 
(@)LPQML]EY >» |4A[PL}rrrrel[ PQML]|x?1,E Y 
(Cls—1)[PQML]E » |ARelat[PQML]E[][LPL]er: [][QL]yor2012 A 
rel [PQ UD) apr, Eyor rel [PQML] OPL Hzor 
=Yar%ax[:0(L)] 
(1—Cls)[PQML]E 7 ARelat[PQMLJZ |] (PL) xprze.]] (QL yerdA 
rel [PQ MTL) TPL Eyor rel [PQML] zpr Eyor 
= pr 2pz|: 0(2)] 
(1>1)[PQML]E » IntCls>1)[PQML]E(1>-CIs)[PQML]E 
+ [(POR)ML]EFG 5 ARelat[PQOML]Z/\Relat[QRML]F/\ 


Relat [PRML] GI] [PL] TPL II [RL]zrı = 
rel [PRML] LPL GZRL ci [QLlyor 
nrel[PQML sr: Lyorrel[(QRML\yor Kerr. 


2. Arithmétique des nombres naturels et rationnels. Notre 


construction sera faite dans le système élémentaire |=[60]e. 
Nous commençons par l’arithmétique des nombres naturels et 
rationnels et nous la construisons sur l'étage typical suprême 
suivant la méthode de M. HETPER®), appliquée aussi par 


5) W. Hetper, Arytmetyka semantyczna, Comptes rendus des séances 
de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie, Classe III, vol. 27 (1934). 
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MM. CHWISTEK et HETPER dans leur New foundation’). Nous 
admettons notamment: 


Nat[NM]E est une abrev. de (*HH-1(N)-0(N)£)[-0(1)] 


Nat E inne »  » Nat[65]2 
=HF » » » 23 ANat EANatF= EF [6] 
<EF REN A » ANatB\hNatF{E *FF)6]. 


La notion NatÆ correspond à celle de integ# de New foun- 
dation. Nous introduisons encore des nombres naturels constants : 


0’ est une abrev. de -0(6), 1’ est une abrév. de -1(6), etc... 


Nous acceptons maintenant les définitions des opérations 
arithmétiques d’addition, de multiplication, d’exponentiation des 
nombres naturels, telles qu’elles sont données dans New foun- 
dation £), en y faisant seulement des modifications typicales 
nécessaires. Pour obtenir ces opérations arithmétiques, on 
pourrait se servir aussi de la méthode plus générale des fonctions 
ancestrales, donnée par M. W. HETPER dans un récent travail °). 

Nous passons à l’arithmétique des nombres rationnels non- 
négatifs. Ces derniers seront des paires de nombres naturels, 
appartenants au schéma */(#)0(#), où +0’. Nous admettons 
en général: 


E est une 
F abrév. de *I(B)0(F) 
Rat[NM]E nis ALN M)P ymlynu ANN Mp u ANat[NMayu 
p 
Nee nae: 0(W)[-0(M)]=E TT [-0(M)] 
NM 
Rat E pir Rat[65]2. 


Les relations entre les nombres rationnels non-négatifs telles 
que —ÆF (égalité), <EF, <EF, >EF, >EF (inégalités), 
ip r r r r 


+HFG (addition), x HFG (multiplication) peuvent être définies 
r r 


de la manière bien connue. 


7) chapitre VI, paragraphe 1. 

2) page 30. 

*) W. Hepter, Relacje ancestralne w systemie semantyki, Archiwum 
Tow. Nauk. we Lwowie, Classe III, vol. IX, pp. 265-280. 
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3. Arithmétique des nombres réels. Il nous suffira pour 
nos buts d'introduire des nombres réels non-négatifs d’un seul 
type logique. Nous admettons comme nombres réels des clas- 
ses du type 5, non vides et bornées, de nombres rationnels 
non-negatifs: 


Real[NML]E| est une | \Class[N MLJE 4[NL]ty;Y n; 
sl NelNMLje,,ENRat[NMyy, 
MEN Dey, De [N Mey, Enr Var 
Real E | » » |Real[654]Z. 


A titre d’exemple nous introduisons de nowveaux nombres 


rationnels: $ 
(H) est une abréviation de +465 = 45H. 


Quant aux RS irrationnels, nous en aurons sans dif- 


fieulte, tels que V2, Vs, e m, et autres, nécessaires en pratique. 
Les notions arithmétiques d’égalité (=EF) et d’inegalite 
q 


(<EF, <EF etc.) ne suscitent aucune difficulté et sont à dé- 
q q 


finir de la manière ordinaire. Remarquons cependant que l’ad- 
dition et la multiplication des nombres réels ne peuvent être 
définies directement sans baisser le type logique. Nous évitons 
cette difficulté en employant la même méthode de description 
qui à été appliquée déjà pour définir les notions analogues 
dans Varithmétique des nombres naturels et rationnels. C’est 


à dire que nous introduisons les notions EFG, eh qui 
q 
précisent les conditions dans lesquelles le nombre G peut être 


considéré comme somme ou produit des nombres #, F. 


4. Théorie de la mesure. M. WALD a montré 1°) que dans 
le problème des probabilités continues de la théorie des col- 
lectifs on peut attribuer à tout ensemble mesurable au sens 
PEANO-JORDAN une probabilité déterminée. Il est cependant 
impossible d’attribuer la probabilité (c.-à-d. la limite de fré- 
quence) à tous les ensembles mesurables au sens de M. LE- 
BESGUE. (C’est pourquoi nous pouvons nous borner ici, sans 


10) ]. c., théorèmes II, III, et IV. 
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perte de généralité, à la théorie de la mesure PEANO-JORDAN 
qui est tout a fait élémentaire. Nous pouvons introduire d’abord 
par la méthode des fonctions ancestrales de M. HETPER!), 
la notion de la somme finie des segments aux extrémités ra- 
tionnelles et de la longueur des ensembles, égaux à de telles 
sommes. Ensuite nous introduisons par la méthode ordinaire 
la notion de la mesure intérieure (P-J) et de la mesure exté- 
rieure (P-J) d’un ensemble quelconque F de nombres réels, 
et enfin la notion de mesurabilité (au sens P-J) de l’ensemble F, 
qui sera abrégée mens F', ainsi que la notion de la mesure (P-J). 


5. Relations à plusieurs membres. MM. BIRNBAUM et 
SCHREIER ©) et indépendamment aussi M. WALD =) ont in- 
troduit la notion généralisée du procédé de choix. Ces auteurs 
appellent procédé de choix une suite quelconque de fonctions 
(dites de choix): 


Tos Faler), Fler C2); +, ACCES e) ad inf, 


où la k-ieme fonction de choix 7,(¢,é,...e,) est une fonction 
à k arguments qui fait correspondre à tout groupe ordonné 
de k événements (chez nous les événements s’exprimeront 
toujours par des nombres réels) le nombre 0 ou le nombre 1. 
Il est clair qu’on peut remplacer ici des fonctions de choix 
à k arguments par des relations k-tuples, ce qui simplifie la 
définition. Nous voyons maintenant la nécessité de construire 
une théorie des relations à plusieurs membres. Pour exécuter 
cette tâche nous nous servirons de la méthode des fonctions 
ancestrales de M. HETPER 4). Cette méthode permet de con- 
struire une certaine proposition nouvelle ®(Y,Y,...Y,,), en 
partant de deux propositions données: A(Y,Y,...Y,,) (que 
nous appellerons fonction initiale) et 


AN CHO CRS CBA) Cay Gann Ayan a) 


u) ], €. 9), 

12) Z. W. Birnbaum et J. Schreier, Eine Bemerkung zum starken 
Gesetz der grossen Zahlen, Studia Mathematica, IV (1933). 

18) J. o. 1): 

4) J. o. 9). 
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(qui sera appelée fonction transitive). Cette proposition D( ¥;... Fm), 
comme l’a montré M. HETPER, satisfait aux conditions sui- 
vantes 15): 


19) [= DA(Y4++-Yn) PYı--Ym) 
20) ED, AG(al...at A... 
ND (ar... 0") B(al...@ ,.. 308.08 5 y...) D(y,...y,.) 
3°) = DDY; ---Y,)YAYyı 4m) LES one! oo OP... BM, 
NO ZEN... ND (Faas B2 )B (Bie. any). 
4°) Si l’on suppose pour une certaine proposition ¥ (Y4... Fm) 
avoir lieu: 


FIAYy Pd Ym) 
EDN (ox) N... 
INGE (OR. DY) B (0 2.0 Bs, 005 Dr 2. OY y) L(Y; ce V ad) 
on aura en ce cas aussi: 
=DD (Y -Y m) P (Yi -Ym 

La proposition ® s'appelle alors une fonction ancestrale re- 
lativement à A et B. 

Nous allons appliquer maintenant la méthode de fonctions 
ancestrales à la construction de la théorie des relations K-tuples 
entre nombres réels. Mais d’abord la même méthode nous 
servira pour définir quelques notions auxiliaires. Premièrement 
nous allons préciser la notion: F est le K-ième terme de la suite 
54)%154; 4254,- ad inf. (en symboles Var KF). 

Posons: 2 pour m, 1 pour n, ^= Y,0'[4]= Y,a54[4#] pour A(Y,Y,), 
A= Y,*X,X, [4] [53 Jes,/\= X,.2e;454[4]—= Y,0-99(e;,)54[4] pour 
B(X,X,; YıY,). La fonction ancestrale correspondante étant 
®(Y,Y,), nous admettons: 

Var KF est une abréviation de D(KF). 

De manière tout à fait analogue nous pouvons introduire 
la notion SystÆ (real) X, ce qu’on lit: X est un groupe ordonné 
de K nombres réels. Il faut prendre dans ce cas: 


15) La théorie de M. Hetper est tout à fait indépendante de la 
théorie des types logiques. C’est pourquoi nous pouvons omettre les signes 
typicaux en l’exposant. Les grandes lettres ZX} Y, représentent ici des 
expressions arbitraires, les petites lettres ath, Yj G}, I) figurent pour des 
variables sémantiques réelles (apparentes) de type convenable; m, n sont 
des nombres naturels constants. 
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A= Y,0'[4]= Y,-:0(5)[4] pour A A(Y, Y:), 
A=Y,*X, X,[41M(53lu5s/\Realus;— Y,*ts, Xo[4] 
pour B(X,X,;Y,¥,). 
Nous posons maintenant: 4 pour m, 1 pour n, 
A=Y,0'[4JA=Y¥,-0(5)[4J)A=Y,H[4J]=Y,A[4] 
poun FA Y Xs YA) 


N= VX X [4] [53] us M [43] rags 8143 ^ Real 55 
A= Yo*ty53 X_[4] A Var X 8145 


A= Ya 8143 Xg(4] \= Yq * 8143 hs LE] N {hus 8143) LE] (higa S143 U153 X4) [4] 
pour B(X,X,X,X,;Y,Y,VY;Y,). 


Soit ®(Y,Y,Y,Y,) la fonction ancestrale relativement 
à A(Y,Y,Y,Y,) et B(X,X,X,X,;Y,Y,Y;Y,). Nous admettons 
alors: 


est une 


RIK (real) XHHA | ahrév. de | P(KXEE) 

RelÆ (real) HH Roca ]][53) 22535 Syst K (real)a540 [43] a4, 
| RIK (real) £5, Hays 

Relat K (real) E | 5 [43 | hog, Rel K (real) hy, 

rel K (real) X E | 55 TL43 host ARIE (real) X Hoga Ay343- 


Ces définitions, formellement analogues aux définitions fon- 
damentales de la théorie des classes et des relations ordinaires, 
constituent la base de la théorie des relations à plusieurs mem- 
bres. Les quatre theoremes de M. HETPER, et surtout le der- 
nier, y trouvent leur application plusieurs fois. 


6. Suites infinies. La notion de suite infinie peut étre dé- 
finie immédiatement à l’aide de la notion de relation. Les 
suites infinies des types suivants nous seront nécessaires: 

1°) Des suites du type 2 d’éléments du type 6, et parti- 
culièrement des suites de nombres naturels (Progr(nat)F) et 
de nombres rationnels (Progr(rat)?'). 

2°) Des suites du type 2 d’éléments du type 5, et parti- 
culièrement des suites de nombres réels (Progr (real) F). Ici se 
trouveront entre autres des collectifs. 
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3°) Des suites du type 3 d’éléments du type 4 (Progr[4]F). 
Ici prendront place entre autres des procédés de choix. 

4°) Des suites du type 1 d’elements du type 2 (Progr[2]F), 
qui serviront a définir des suites fondamentales de collec- 
tifs indépendants. 

Les termes des suites 3°) auront par définition les nombres 
0',1',2',... ad infinitum, comme indexes, tandis que ceux de 
toutes les autres suites considérées n’auront que les indexes 
1’,2’,... ad infinitum. 

Nous appellerons suite de choix (ExtrF) une suite infinie 
croissante quelconque F de nombres naturels. Soit donnée 
maintenant une classe Æ du type 2 de nombres naturels (Class 
(nat)#). Nous aurons besoin ensuite d’une méthode qui per- 
mette d’ordonner cet ensemble en suite croissante (infinie 
si l’ensemble est infini). Cette méthode sera donnée par les 
abréviations suivantes: 


est une | A Class(nat)EARelat[6621]F [61] £e1Y61 
Ord EF abrév. de ; 
= rel [6621 ]£a Fyg/\>%90 N [621] yy. 
[21 lfay/\ (11) [6621 fa, ^] [61] 26 
= (D2) [6621] zef >% 10’ Seq, %eul | [61 eo 
= (Œ) [6621] for zei/\ €[621] ze E < 261 Ye 
Ordin HF s A Extr F Ord EF. 


Il nous faudra les notions de convergence et de limite, 
mais seulement pour des suites de fréquence, c.-à-d. pour des 
suites infinies à termes rationnels. Nous pouvons introduire 
de la manière ordinaire les notions de limite inférieure et de 
limite supérieure d’une suite quelconque F de nombres ration- 
nels, ce qui nous permettra d’introduire ensuite la notion de 
convergence de F, ainsi que la notion limFE (le nombre réel E 
est la limite de la suite F). i 

Nous introduisons enfin la notion du segment fini X à lon- 
gueur K d’une suite quelconque F à termes réels (Segm KFX). 
Nous nous servirons encore une fois de la méthode des fonctions 
ancestrales. Prenons: 


/\= Y,0'[2]=Y,-0(5)[2] comme fonction initiale A(Y,Y,), 
/A\=Y,* X, X [2] q [51] ug, A = Y, * U5, X [2] rel [6521] Y Fu, 
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comme fonction transitive B(X,X,;Y,Y,)- D(Y,Y,) étant la 
fonction ancestrale relativement à A et B, nous admettons: 


Segm KFX est une abréviation de A Progr(real)F®(KX). 


On voit que nos segments de suites sont construits de la 
même manière que nos groupes ordonnés de nombres réels, 
et l’on pourrait démontrer qu’ils constituent de tels groupes. 

Nous pouvons passer maintenant à la construction des 
notions fondamentales du calcul des probabilités. 


II. Construction des notions fondamentales du ealeul 
des probabilités 


7. Procédés de choix et opérations de choix. La notion de 
procédé de choix est introduite par l’abréviation suivante: 


A\Progr[41F']][62]p6 D Nat Pez A [42163 
Arel[64321p5 Fes Relat p,go(real)e,o. 


est une 
abrév.de 


Elect F 


Nous allons définir maintenant deux opérations de choix 
agissant sur des suites quelconques de nombres réels. La 
première opération de choix, introduite par M. WALD 1), que 
nous appellerons Extract O(F)K, associe à toute suite C de 
nombres réels une de ses suites partielles K à Paide d’un pro- 
cédé de choix donné F. Nous la reconstruisons en admettant: 


o(FC)G estune | A Elect #/\Progr(real) C/\ Class (nat) G 
ande IT T61]g = €[621] go. 
AL611Pa A515, A TA ley 
N = fa * Per Pol2]/ rel[ 6432) pg les 
/\Segm pal Ys rel pgi(real) 251 64 
S(FC)H » [21] go (FC) go, Ordin go, H 
Extract C(F)K > [21 ]ho,/ S(FC)hn À [(665)21]h 0K. 


La seconde operation de choix, précisée par M. DÖRGE T), 
chez nous ExeubC(DL)K, fait correspondre à toute suite C 


DIR (eG 
17) K. Dörge, Zu der von R. v. Mises gegebenen Begründung der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung I, Math. Zeitschr., 32 (1930). 
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de nombres réels une de ses suites partielles X à l’aide d’une 
autre suite de nombres réels D et d’un ensemble mesurable 
donné Z. Nous définissons cette opération par les abréviations 
suivantes: 


est une | A 


t(BCKL)G Abres del Extr EA Progr(real)C/\ * [(665)21]E CK 

| | ^A mens LA Class (nat) @ 

| | [IT61]p4= €(621) Pea 6 A51] ge 

/\ rel[6521] Pea Kgs; €[543] qs, L 
T(ECL)H LES | (21) Jia kra ^T (E Chao L) Jin Ordin gı: H 
idem e drez * l2 = A162 %po[ 6] 
T(DL)H » | T(idemDL)H 
| A Progr (real)0 [21] h391/\T(DL) hg 


Excub C(DL)K se 
| À [(665) 21]. OK 


8. Un exemple. Nous allons construire le procédé de choix 
identique. Nous appliquerons deux fois la méthode des fonc- 
tions ancestrales en nous basant sur la notion VarKF, déjà 
obtenue par la méme méthode. 

Prenons: /\=Y,0'[4|= Y,-0(5)[4] comme fonction initiale, 
N=Y,* X, X,[4] E [43] Uys A Var Asus Yo * Uus X,[4] comme 
fonction transitive. ©(Y,Y.) étant la fonction ancestrale cor- 
respondante, nous admettons: 


Comb KF est une abréviation de ®(KF). 

Prenons ensuite: A= Y,0’[4]= Y, Expr[5]-0(5)[4] pour fonc- 
tion initiale A(Y,Y,), 

À = Vy * X, X [4] 0 [43] hassu Paso Vaso /\ = Ya * Spas hogs [4] 

N Var X 8943 /\ Comb X Toys 

A Comb Y Yous A AhgasYoast L4] (hoss Yo32 Xo) [4] pour fonction 
transitive B(X,X,;Y,Y,). 

Soit maintenant (Y, Y,) la fonction ancestrale relativement 
& A et B. Nous admettons alors: 

Id KF est une abréviation de (KF), 

Idem » » > > *Ay43*Agg Id des Mias: 


Cette dernière abréviation nous donne le procédé de choix 
identique. 
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9. La notion de collectif. Nous définissons successivement 
la notion de fréquence finie (Fr), de fréquence-limite (Pr), de 
fréquence-limite indépendante des procédés de choix (Prob), et 
enfin la notion de collectif. Nous admettons notamment: 


Fr(FOL)H | est une | | Elect F A^ Relat[6621]4 |] [61] pier Y161 
abrev.de = rel [6621] Pie LY 161 


(61) Gig: ALL] her ħa \ S (FC) Ro 
A T (ha CL) his 


/\rel[6621]P 181 Rızı dısı = Y161 = [2] 


Pr(FCL)X D [21] ra, AFr(FCL)r,, V limr,, X AF 
X(0'/1')~ Progr(rat) 7 
Prob(CL)X » [T(81]faD/\ Elect fa 4 [21]ho 8 (fs1 0) ha 
Pr (fa 0L)X 
Collect C 3 A Progr(real) C ]] [41], DMens uE [51] £5 
Prob (Cl): 


Nous introduisons encore la notion d'équivalence des col- 
lectifs: 


~(coll)OD| est une | A Progr (real) A Progr (real) D J] [41]ln 
abréy. də Dmensi, Tölz 
A Prob ( Ola) £51 Prob (Diy) #51. 


Et si Pon veut: Probab(CL)X est une abréviation de 
A Collect CProb(CZ)X. Ce qu’on lit: X est la probabilité de 
Vensemble L dans le collectif C. 


10. Suites fondamentales. C’est M. DÔRGE 18) qui a con- 
sidéré le premier une suite fondamentale de collectifs indépen- 
dants introduite par une voie axiomatique. M. WALD?) a dé- 
fini directement la notion de suite fondamentale et formulé 
un théorème concernant l’existence de telles suites. Nous pou- 
vons reconstruire la définition de M. WALD en employant 
la méthode des fonctions ancestrales dans le cas m=2, n=2. 
Il faut prendre cette fois: 


rel[6210]Y,GY, comme fonction initiale A(Y,Y,), 


. *), pp. 53 et 54, théorème VII. 
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A = Xi Y,[1] V a [30] fg Extract Xi (fzx) Yo À ~ = XiXi[1] 
[401% Excub X3(X51,)¥, comme fonction transitive 
B( Xi Xs, Xq Xe Ya Ya). 
Soit ®( Y, Y.) la fonction ancestrale relativement à A et B. 
Nous admettons alors: 


est une | 


Collex P(G)K A | O(PK) 
abrév.de | 
Fund G » A Progr[2]@]] [60]P160 I] [20] C120 6120 D ^ 
rel[6210] P160 @C120 
Collex P160 (@) kızo © (COLL) C120 Kıao- 


Cette dernière abréviation nous donne justement la notion 
de suite fondamentale. Nous admettons enfin: 


Collfund P(@)K| "1 | A Fund @rel[6210]PGK 
abrév. de 
Collect P(G)K $ A Fund @Collex P(G)K 
Indep (G@)HK 3 À Fund G A [60] p160 460 
À ~ = P60 heoL] A Colex prso (@) A 
Collex fiso (@)K. 


11. Remarques finales. Nous avons reconstruit les notions 
fondamentales de la théorie des collectifs dans le système 
élémentaire |=[60]e de New foundation. Dans ce systeme on 
peut démontrer d’une manière intuitive les théorèmes de 
M. WALD. Si l’on voulait donner des démonstrations rigoureuses, 
il faudrait alors effectuer une construction tout à fait analogue 
dans le système métamathématique |-,(82)0 2). Il est inté- 
ressant de remarquer que dans notre interprétation les théo- 
rèmes V et VI de M. WALD seront vrais évidemment à cause 
de la fausseté de leurs prémisses. En effet, tous les procédés 
de choix ne peuvent être à la fois constructivement définis (cela 
veut dire décidables), en vue des résultats fameux de M. GÖDEL”). 


20) cf. New fowndation, chapitre VI, paragraphe 3, p. 35. Il serait 
aussi nécessaire d'introduire une règle supplémentaire de démonstration, 
dite de l’induction transfinie, précisée par M. Hetper dans un travail, 
qui va paraître bientôt. 

2) K. Gödel, Über formal unentscheibare Sätze der Principia Mathe- 
matica und verwandter Systeme I, Monatshefte für Mathematik und Physik, 
XXXVIII (1931), Heft 1. 
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Plus généralement encore, comme M. CHWISTEK l’a remarqué, 
sous l’hypothèse unique que notre système |—,(82)0 soit libre 
de contradiction, on peut démontrer que nos collectifs con- 
stituent des suites au moins partiellement indécidables ?). 

Les collectifs du monde réel devraient être, selon notre 
conception, des suites complètement indécidables. De telle 
manière on pourrait comprendre l’impossibilité de prévoir le 
résultat d’un événement individuel, quoiqu'il soit objective- 
ment déterminé. Il semble que la même conception puisse 
jeter une certaine lumière sur les difficultés surgies dans les 
fondements de la mécanique nouvelle de quanta en connexion 
avec le probleme du determinisme. L’indéterminisme apparent 
des événements atomiques s’expliquerait notamment par l’acti- 
vité des lois indeeidables. 


22) Exactement: la! proposition rel[8743]n,,0X (C étant un collectif, 
X un nombre réel quelconque) est indécidable dans notre système |—, (82)0, 
pour une infinité de substitutions possibles des nombres naturels pour ng. 


COMPTES-RENDUS 
DE LA SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE 
1938 
JUILLET — DECEMBRE 


z 


ÉTAT DE LA SOCIÉTÉ *) 


La Société déplore la mort de son éminent Membre depuis 
le 10. TII. 1926, le Prof. Dr Wacław Dziewulski de l’Uni- 
versité de Wilno, décédé le 10. VIII.1938 à l’âge de 55 ans. 

Prof. Dr Zdzislaw Krygowski de l’Université de Poznań 
a passé en retraite depuis le 1.IX.1938. 

Doc. Dr Karol Borsuk, a été nommé Professeur extra- 
ordinaire de mathématique à l’Université de Varsovie depuis 
le 1.1X.1938. 

Dr Władysław Hetper s’est retiré comme Sécrétaire de 
la Section de Lwöw. 

Mgr Andrzej Turowicz est devenu Sécrétaire de la Section 
de Lwöw. 

-. Dr Ada Halpern, Lwów, ul. Kościuszki 7, est depuis 
le 18. VI.1938 Membre de la Section de Lwöw. 

` Mgr Leon Jesmanowiez, Wilno, ul. Zamkowa 11, Semi- 
narium Matematyczne, est depuis le 28.X1.1938 Membre de 
la Section de Wilno. 

Mgr Mikołaj Taranowski, Wilno, ul. Zakretowa 23A, 
est depuis le 1. VII.1938 Membre de la Section de Wilno. 


SÉANCES DES SECTIONS 
SECTION DE CRACOVIE 


26.X.1938. Leja F. Remarques sur la dérivée dans le do- 
maine complexe. 


On sait que, si f(z) est une fonction holomorphe non constante dans 
le voisinage d’un point 2=z,, alors: 


*) voir le fascicule I de ce volume, p. 97—107. 
17* 
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1° dans chaque voisinage de 2, il existe un point 2, tel que 
\f(21)| > |f(@o)| (principe de maximum), 

20 équation w= f(z) fait correspondre au voisinage de 2, un voisinage 
du point w= f(z) (principe de voisinage). 

Admettons que la fonction f(z) est définie dans le voisinage de 2, et 
qu’elle possède la dérivée au point 2, sans en posséder nécessairement 
ailleurs. L’auteur montre que le principe de maximum est une conséquence 
immédiate de existence de la seule dérivée f’(z,)+ 0. D’autre part, le prin- 
cipe de voisinage résulte immédiatement de l’hypothöse f’(2,)+0 et de la 
continuité de f(z) dans le voisinage de 4. 

L'existence de la seule dérivée f’(%))=0 n’entraine ni le principe de 
voisinage ni méme le principe de maximum. D’autre part, l’existence de 
la seule dérivée f‘(4)+0 n’entraine non plus le principe de voisinage comme 
le prouve l’exemple suivant: 

0 pour 2=— 0, 
iQ | ze? pour 2+0, 


où D—(1—p/x)«, p étant l argument de z assujetti à la condition 0<p<27 
et œ étant le nombre défini par les conditions: 


O<a<x/2, sine= ke) 1+|2/?). 
26.X.1938. Leja F. Un problème concernant la generali- 
sation des polynômes de Tchebycheff. 


Soit R un espace cartésien à un nombre quelconque de dimensions, 
E un ensemble fermé et borné de points de R, p un point variable dans R 
et qid- un systeme de n point fixes. Nous dirons que l'équation 


(1) lpdil - (pl - --- + |pg,|=7" 


où |pg| désigne la distance entre les points p et q, définit dans l’espace R 
une lemmiscate d'ordre n, de rayon r et de foyers di dv-.9,5s l'ensemble E 
est contenu dans l’intérieur de cette lemniscate si chaque point p de E 
remplit la condition |pq,| -|pqo|- …:|pq, | <7". 

Considérons toutes les lemniscates d’ordre n contenant E et soit ọ la 
borne inférieure de leurs rayons. Il est facile de prouver qu’il existe au 
moins une lemniscate d'ordre n et de rayon ọ contenant E; l’auteur pose la 
question: Existe-t-il une seule lemniscate d’ordre n jowissant de cette pro- 
priété extrémale? 

Dans le cas du plan la réponse est affirmative, comme le prouve la 
theorie des polynömes de Tchebycheff. 


9.X1.1938. Gołąb S. Sur la notion de pseudogroupe des 
transformations. 


L’auteur soumet & une critique la notion de pseudogroupe des trans- 
formations et en donne de sa part une définition rigoureuse qui, en outre, 
permet de passer par un procédé d’abstraction à la notion de groupe abstrait 
au sens classique. 
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19. X1.1938. Gołąb S. Sur la notion de comitant [ces An- 
nales 17 (1938), p. 177]. 

30. X1.1938. Wileński H. Sur Vapproximation de la loi 
de probabilité dont tous les moments sont connus. 


n 
Envisageons le type de convergence de la série w(x) > AP (x) vers une 
i=0 


fonction p(x) qui est de la forme 


f [p(o)—0(a) X A,P, (a) 


lim Tr (LR 
nyo + w(x) 


ou w(x) est une fonction positive définie dans l’intervalle <a, > et {Pi(x)} 
est le système donné de polynömes orthogonaux relativement à ne; Un 
tel système de polynömes existe toujours lorsque l'intégrale I= er pac L$ dæ 
existe. 

Désignons par u, les moments de la fonction p(x), par », ceux de la 
fonction w(x), par ||a;;|, la matrice inverse à la matrice |w; ,—v» |» par 4, 
la plus petite valeur propre de cette dernière et par A, son d terminant 
(45:95: n= 152; 22). 

Théorème. Pour qu’il existe une fonction p(x) ayant des moments égaux 
à la suite donnée de nombres {u} et admettant Vintégrale I, il faut et il suffit 


n 
que la forme quadratique ES 2 age) y) soit bornée pour 
i=1 jE 
tout n naturel. 


Corollaire. Pour qu'une telle fonction p(x) existe, il suffit que deux 
n 

conditions suivantes soient remplies à la fois: 1° lim inf 2,>0; 2° X (urri 
i=1 


converge. La condition 1° peut être remplacée par la condition (plus faible) 
suivante: lim inf An> 0. 


14. X1T.1938. Leja F. Sur les points zéros des fonctions 
analytiques de plusieurs variables [ces Annales 17, p. 227]. 


Appelons suite de Carathéodory une suite de points {Pn} de l’espace Rm 
de m variables complexes tendant vers l’origine des coordonnées, si chaque 
fonction analytique de m variables complexes, réguliére dans le voisinage 
de l’origine des coordonnées, s’annule identiquement quand elle s’annule 
en presque tous les points Pn. 

L'auteur démontre que chaque suite de points {x,,y,} de l’espace Ry» 
où |z,|+|y,,|> 0 et |x,|+1y,1-0, pour laquelle la suite {y,/x,} a une infinité 
de points d’accumulation est une suite de Carathéodory de R,. 
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SECTION DE LWOW 


2. VII.1938. Leray J. (Nancy). Sur le probleme de Dirichlet. 
7. VII.1938. Ulam S. Sur les corps d'ensembles. 
29.X.1938. Mazur S. Sur les espaces des fonctions continues. 


Soit X un espace métrique séparable et Ø l’ensemble de toutes les 
fonctions réelles, continues dans X. L'auteur démontre qu’il existe dans Ø 
une métrique (f,g) telle que 

1° (f,,g)—0 entraîne la convergence uniforme de la suite { 1,(&)} vers g(x) 
en chaque point; 

2° ® avec la métrique (f,g) est un espace séparable. 

Il en résulte en particulier que si YC®, W,=W et si Wt désigne, 
pour chaque nombre ordinal £, soit l’ensemble Dy w", soit l’ensemble de 

n<s 
toutes les fe Ø pour lesquelles il existe une suite de fonctions de 2”, où <£, 
convergente partout vers f(x), suivant que & est un nombre limite ou non, 
alors il existe un $<2 tel que Wy", 


29.X.1938. Kac M. Sur l'allure asymptotique de certaines 
fonctions. 
SECTION DE POZNAN 


11.X.1938. Marcinkiewicz J. (Wilno). Sur le developpe- 
ment de la théorie de la probabilité au cours de 25 ans derniers. 


La théorie des probabilités a fait à notre époque des progrès remar- 
quables. Les notions fondamentales de cette théorie ont été axiomatisées 
et liées avec celle de la logique et de la théorie de la mesure. Nouvelles mé- 
thodes ont été créées et appliquées avec succès à la solution des problèmes 
classiques et nouveaux. Toutes les branches des mathématiques sont uti- 
lisées dans la théorie des probabilités. Il suffit d'en indiquer celles dont 
l'importance est la plus grande. 

En appliquant la théorie des fonctions de variables réelles, on a résolu 
d’une manière complète les problèmes de la convergence des séries de varia- 
bles aléatoires indépendantes, des lois des grands nombres et du logarithme 
itéré. 

La théorie des transformations de Fourier, a apporté la solution complète 
du problème de la convergence de la loi des sommes de variables aléatoires 
indépendantes vers la loi de Gauss, permis de pénétrer profondément dans 
la structure des lois de probabilité et donné naissance à la théorie moderne 
des procédés stochastiques discontinus. 

La méthode de la théorie des équations différentielles aux dérivées partiel- 
les a donné la solution des nombreux problèmes de la théorie des procédés 
stochastiques continus. 

C’est grâce à la théorie des fonctions analytiques qu’on est parvenu à saisir 
les nuances de divers modes de la convergence stochastique et éclaireir 
les problèmes modernes de la théorie de la composition des lois de pro- 
babilité. > 
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La grande importance des méthodes algébriques, surtout celle de la 
theorie des growpes s’accentue surtout dans la theorie de variables aléa- 
toires en chainées. 

Sans multiplier les exemples, on peut dire que la théorie des probabilités, 
qui, il ya un quart de siècle, n’a pas été considérée comme une discipline 
mathématique autonome, est devenue aujourd’hui la branche centrale de 
la mathématique contemporaine. 


25.X.1938. Zaremba S. K. (Kraköw). Les mathématiques 


et la fagon de concevoir le monde. 

Sans s’attarder sur la phase magique des mathématiques, le confe- 
rencier fait ressortir la liaison intime entre les conceptions philosophiques 
des Eléates et les caractères dominants de la géométrie de la Grèce classique 
et discute l’influence néoplatonicienne qui, a peu pres vingt siécles plus 
tard, ne fut pas etrangère à l’invention du calcul infinitésimal. Après avoir 
rappelé les répercussions philosophiques de la découverte des géométries 
non-euclidiennes, le conférencier insiste en terminant sur la part des mathé- 
matiques dans le processus de la relativisation des notions, qui domine le 
progrés philosophique. 

25.X.1938. ZarembaS. K.(Krakéw). Appergu sur les nouvelles 


recherches relatives aux points singuliers des équations différentielles. 

Aprés avoir passé en revue les travaux relatifs aux points singuliers 
de l’equation Y(x,y)dx—X(x,y)dy=0 depuis Briot et Bouquet, et 
rappelé, en particulier, ses propres résultats relatifs à la discrimination des 
points singuliers, l’auteur montre la véritable signification topologique 
des critéres basée sur ses recherches précédentes relatives aux réseaux qu’il 
avait appelés réseaux quasi-réguliers [ces Annales 15, 1936, p. 1—73]. 
La nouvelle notion introduite dans la conférence est celle de point de tangence 
de deux familles quasi-réguliéres de courbes; ce sont les points tels que 
dans aucun de leurs voisinages les deux familles ne sont transversales. 
On trouve facilement les deux propositions suivantes: 

I. Si une famille quasi-réguliére, ayant un point singulier isolé O, admet 
dans un voisinage de celui-ci une famille transversale pour laquelle O est un col 
au sens strict, alors, pour la premiere famille, O est un col, peut-étre généralisé. 

II. Une famille quasi-réguliére (2) admettant un point singulier isolé O 
d’indice —1, s’il existe une autre famille quasi-régulière pour laquelle O est um 
centre et telle que chaque courbe (fermée) de cette seconde famille située dans 
um certain voisinage de O comporte exactement quatre points de tangence des 
deux familles, le point O est pour (IX) un col, peut-être généralisé. 

On en déduit les deux critères trouvés par l’auteur pour les cols géné- 
ralisés des équations différentielles 1). 


1) Voir: Sur Vallure des caractéristiques de l'équation différentielle 
Y(a,y)da—X(x,y)dy=0 au voisinage dun point singulier isolé, Bull. Acad. 
Pol. des Sciences, Série A, 1934, p. 197—207 et Contribution à la discri- 
mination des points singuliers des équations différentielles ordinaires, ibid. 
1936, p. 439—445. 
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La méme méthode topologique permet de trouver d’autres critéres 
de même genre. Pour ce qui est des foyers, l’auteur ne sait indiquer qu'un 
critère pratique, mais qui est à peu près évident: Un point singulier isolé 
d’une famille quasi-régulière est un foyer ou un noeud (ce qui est indifférent 
au point de vue purement topologique) s’il existe une famille transversale 
pour laquelle le même point est un centre. 


8. X1.1938. Mazur S. (Lwów). Méthodes et problèmes de la 
théorie des opérations. 
— Nombres à plusieurs unites. 


6.XI1.1938. Gołąb S. (Kraków). Hin Satz über Regel- 
flächen und seine Verallgemeinerung auf Riemannsche Räume 
[à paraître dans les Opuscula Mathematica]. 


Kürzehalber soll der Satz für euklidischen Raum formuliert werden. 
Es sei eine ebene Kurve © gegeben, die als Leitkurve einer Regelfläche S 
angesehen werden soll. 

Mit W,,W,,W, bezeichnen wir die folgenden drei Eigenschaften der 
Fläche S: 1) die Erzeugenden schliessen mit der Ebene der Leitkurve einen 
Konstanten Winkel, 2) die Erzeugenden liegen in den Normalebenen der 
Leitkurve, 3) die Fläche S ist abwickelbar. 

Es wird bewiesen, daß jedes Paar von Eigenschaften W,, Wa, W, die 
dritte nach sich zieht. 


SECTION DE VARSOVIE 


30.1X.1938. Szpilrajn E. Ensembles indépendants et me- 
sures non separables [Comptes Rendus (Paris) 207 (1938), 
p. 768-770]. 

7.X.1938. Waraszkiewicz Z. La presque-périodicité de 
H. Bohr et la transitivité de G. D. Birkhoff. 


L’auteur établit une équivalence entre les systémes compacts de tra- 
jectoires presque-périodiques au sens de H. Bohr et ceux de lignes d’un 
mouvement défini dans un espace topologiquement homogéne et qui y est 
transitif au sens de G. D. Birkhoff. (Le mouvement défini dans un espace 
où l’on suppose avoir défini une mesure est dit transitif dans cet espace 
lorsqu’il conserve la mesure et que chaque ligne de mouvement y est dense). 
La premiére partie de cette équivalence repose sur la notion d’image de 
Bochner Y, d’une fonction presque-périodique f(x) de variable réelle. Voici 
la définition de cette notion. Y, est le sous-ensemble de l’espace de fonctions 
continues dont les points sont les fonctions f(a+t) où —co<t<-+oo. La 
fermeture Y, de Y, peut étre décomposée en lignes disjointes, de la forme 
1% pe où f* est une fonction presque-périodique. Ces lignes peuvent étre 
considérées comme des trajectoires d’un mouvement et on montre que Y f 
est un système transitif au sens de G. D. Birkhoff. D’ailleurs, on peut 


montrer sans peine que Y 7 est métriquement transitif, done ergodique. 
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14.X.1938. Waraszkiewicz Z. La presque-périodicité de 
H. Bohr et la transitivité de G. D. Birkhoff (suite). 


Etant donnés un espace M topologiquement homogéne et un mouve- 
ment transitif dans M, il existe une fonction presque périodique f(x) telle 
que F zest homéomorphe à M, les images de Bochner qui font partie de Y, 
correspondant aux lignes de mouvement de M. En particulier, le a 
des trajectoires en question est métriquement homogène. 

21.X.1938. Sierpinski W. Sur Vewistence d’une base dé- 
nombrable ensembles linéaires dénombrables [Fund. Math. 31 
(1938), p. 259 — 261]. 

28.X.1938. Georgieff G. (Sofia). Sur une généralisation 
du théoréme de Rolle. 

28.X.1938. Georgieff G. (Sofia). Remarque sur Vespace 
de Linfield. 

28.X.1938. Hilenberg S. On p-measures. 

Let & be a metric space. 6(6) will denote the diameter of EC &@. Given 
a function g(&)>0 defined for all 8C@& and such that: 1° 9(0)=0, 
20 »(&,)<(&) if 6,C&, we define for each XC a& 

co 
Ln (X)=inf Y 9 (Si) 
i=1 
where X¥=6,+6,+... is an arbitrary decomposition such that 6(&)<1/n. 
The g-measure1) of X is the limit (which may be infinite) 


TAC) = nn (CE) 
n>co 
Let: X, be a fixed subset of 2; Ce) inf |jx—a,|; S(r)=e—A(r). Gi- 


0EX0 
ven &C& we define r,=inf (a) and Tar Up ea). Obviously ,—r, < 6(6) 
seg RE 


and faso: our friso -8]dr <p(£ fa <(&)6(&). Therefore putting 


y(6)=9(8)8(8) we Hays 


(1) [P18(r)-1dr-<w@). 
0 
Theorem: 
co 
(2) [Lis ar <1"(æ. 
0 
Proof. Let ®@= er +85 +... be a sequence of decompositions such that 
(3) lim y 5 (87) =L" (&), SER) <1/n. 
nO 1 


1) Cf. F. Hausdorff, Math. Ann. 79 (1919), p: 157—179. 
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Then, according to the definition of L”, we have I [S(r)] < 


<lim inf Fols (r)- & J and by Fatou’s lemma 
n>co i=1 


fais marin inf À foiso: &]dr 
noo i=1 0 

Using (1) and (3) we obtain (2). 

Remark. The functions g[S(r)- €] and I'S (r)] need not to be measur- 
able. Nevertheless the integrals keep their meaning as upper integrals 
and the inequalities (1) and (3) hold. In fact putting 
f 0 Or aN SSH 
(p(s) for r,<r<r, 


co 


we have p [S (r) - 81 <dg(r) and EERO The function d(r)= 


dg (= 


= lim inf 5 Gent") can be attached with the same effect to I” {S(r)]. 
n>co i=1 


Let us define 
Po(0)=0, g(S)=1 if 6+0, p,1,(8)=—,,(6)5(8). 

Clearly ¢,(&)=[4(S)}" for n=1,2,... The p -measure L(X)=L?n(X) 
is the n-dimensional measure!) of XCX. We verify easily that LO(X) is the 
number of points of X when X is finite and oo if X is infinite. It follows 
from (3) that 

co 
(i) [DS (ar < Le (8), 
0 
(ii) DT) (a2) = 0 (LOCHD) <oo) implies L™[S(r)]=02) (L™ [8(r)]<co) 


for almost all r>0. 
18.X1.1938. Hilenberg S. On continua of finite length. 


Let & be a metric separable space. Szpilrajn®) has proved that: 
dim <n if and only if there is a space ©’ homeomorphic to & such that 
L@+(a’)—0. The question arises which topological property of & is 
obtained replacing the condition L@+(ae’) = 0 by the stronger condition 
LM(&') Zoo. We will discuss here the case n=1, assuming further that 
ee is a continuum. 

Given a function f(&) and a point yef(®&), let k(f:y)=n if f(y) is 
finite and contains exactly n points, k(f;y)=oco if f !(y) is infinite. Let 
an be the subset of f(@) defined by the condition k(f;y)<oo. 


j S. Saks, Theory of the Integral, Monogr. Matem. 7 (1937), p. 53. 
2) See E. Szpilrajn, Fund. Math. 28 (1936), p. 84, th. 1. 
3) Fund. Math. 28 (1936), p. 81-89. 
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Theorem. For each continuum € the following properties are equivalent: 
(A) there is a homeomorphic image & of & such that Ta’) < 00, 
(B) for each two closed sets Xo,X, ©, X,-X,=—0 there is a continuous 
function f defined on © such that 


(bı) O<f(z)<1, fa)=0 for zeXs, f(z)=1 for we X,, 
(ba) the set D(f) is non-enumerable. 


Proof. (A)+(B). We may admit that L(a)<co. Let us put o(a)= 

— EEE It follows from the paper above [p. 252, (ii)] that ol (y) 
XE 

is finite for almost all y>0. Choose t>0 such that o(@)>t if we X,. 
Putting f(«)=min[l,o(z)/t], we obtain a function satisfying (b,) and such 
that D(f) has the Lebesgue measure 1. 

(B)> (A). We admit that (B) is satisfied. A decomposition 
(1) c=—F,+F,+...+Fr 
will be called regular if each F; is a continuum and F5. Fj is finite for i=). 
(C) For each e>0 there is a regular decomposition (1) such that d(F;)<e 

(=12,..,T). 

It follows from (B) that & is regular in the sense of Mengert). This 
implies (C) almost immediately. 
(D) The condition (b,) of (B) may be replaced by the following: 

(ba) the Lebesgue measure |D(f)| of D(f) is >0. 

In fact Ø(f) being a non-enumerable Borel set there is a perfect set 
PC (f). Let h be a homeomorphism transforming the interval 1—[0, 1] 
into itself and such that: h(0)=0, h(1)=1 and |h(P)|>0. Putting f=hf 
we see that |D(f’)|>0. 
(E) for each pair of closed sets X,,X,C%, X,-X,=0 there is a continuous 

function g defined on &® such that: 

(e,) 0<g(x)<1, g(x) =0 for zei, g(x)>0 for ze, 


r 
(es) DO {g(Fi)] <1 for each regular decomposition (1). 
1 


T(x) 
Let f be the function given by (D), and let g (x)= [Try ay. 
0 


For ze X, we have f(x) =0 and therefore g(x)=0. For x e X, we have 
1 
f(x) =1 and since if (k(f;y)) dy >0 we obtain g(x) >0. For each regular 
0 
decomposition (1) each of the sets f(F;) is a continuum. Let f(F,)=[a,,b,], 
bf 


where a,<b,. It follows that ô[g(Fi)]= j [klf; y)! dy. 


aj 


1) Kurventheorie, Leipzig-Berlin 1933, p. 96. 
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Let 0=e)<¢,<ce,...<¢,=1 be a sequence containing all the points 
a,b, for i=1,2,...,7 and let k, be the number of indices i for which 
[> 41) Cia; bj]. It follows that 


r s-i Gaal 
(2) X E= X ky f sur y- 
=1 m. 


J 


The set F.F; being finite for +, we see that kj<k(f;y) for all, 
GH 
except a finite number of points ye [e»6;41]- Hence k. [k(f;y)) dy < 
oe 
SGH ip which implies (e,) because of (2). s 
Construction of &%. Let: R,,R,,... be a sequence of open sets for- 
ming a base for a; A), (X2,X7), ... a sequence of all the couples Xi=Rn, 
Xi=_Rm, such that Xi. X= 0; gt a function corresponding to (Xi, X!) 
according to (E). 
For each we let x’= [g!(x), g*(x),...] be the corresponding point in 
the Hilbert cube INo1), 
The set a’CJ* so defined is clearly a continuous image of &. For 
% +2, there is always an index n such that ye X), x, =X7. Therefore by (e,): 
9" (%)=0, g"(x,)>0, which implies sjsj. It follows that &’ is a homeo- 
morphic image of &. The distance in & being defined by the formula 


|xp—ai|= >? |g" (£o) — g" (a)|-2—" it follows from (e,) that for each regular 
n=1 3 a 2 Pa, 

decomposition (1) we hawe SF) < 3’ 2" Y olg" (F)I<)) 2-"= 1. Ap- 
= mi ii n=1 


plying (C) we deduce D(a’) <1. 


18. X1.1938. Kołodziejczyk S. Compte rendu du séjour 
à Edinbourg. i 

2.XI1.1938. Waraszkiewicz Z. Les groupes continus 
abeliens et compacts. 

L’auteur démontre qu’il y a une équivalence entre la notion de presque- 
périodicité de H. Bohr et celle de groupes continus abeliens et compacts. 
Cette équivalence repose sur les deux théorèmes suivants: 

1. Yr désignant l’image de Bochner dune fonction presque-périodique 
(cf. 7. X. 1938, p. 250), la fermeture Y peut être considérée comme un groupe 
continu et abelien. 

2. A chaque groupe continu abelien et compact © on peut faire corres- 
pondre (et d'une infinité de manières) une fonction presque-périodique f(x) 
telle que Yp, considérée comme un groupe, soit isomorphe a ©. 


1) Cf. C. Kuratowski, Topologie I, Monogr. Matem. 3 (1933), p. 79. 
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Ainsi, on obtient une géométrisation du phénomène de la presque- 
périodicité de la Théorie des fonctions. En poursuivant cette idee dans 
un champ plus vaste, on obtient une classe de fonctions de variable com- 
plexe liée avee les groupes continus non-abeliens, les éléments de cette 
classe présentant une généralisation des fonctions automorphes. 


2.XII.1938. Kołodziejczyk S. Compte rendu du séjour 
en Italie. 


SECTION DE WILNO 


28.XI.1938. Kempisty S. Sur Vaire des surfaces continues 
[a paraitre dans les Fundam. Math. 32]. 
Soit S la surface définie par les fonctions: 
L= x(w, v), y =y (u,v), z= z(u,v), 
continues dans un carré Q et y admettant presque partout des dérivées 
partielles. Supposons finie la limite supérieure des aires des polyèdres 


inscrits dans S, obtenus en divisant Q en triangles rectangles semi-réguliers. 
La dérivée de l’aire lebesguien de cette surface est presque partout égale à 


d(y,2) 2 9(z,x) 12 Az, y) ur 
1 Í 2 
m | > + [Fo] | 
Si l’aire d’une face d’un polyédre inscrit dans S est une fonction abso- 


lument continue de rec tangle, l’aire de S est égale à l’integrale lebesguienne 
de (1). 


CHRONIQUE ET PUBLICATIONS 
g MATHEMATICIENS POLONAIS A L’ETRANGER 


Les membres suivants de la Société ont pris part à la Reunion 
d'Etudes sur les Fondements et la Méthode dans les Sciences 
Mathématiques (organisée par l’Institut International de Coopé- 
ration Intellectuelle) a Zürich de 6. XII. à 9. XII. 1938: 

Prof. Dr Lukasiewicz J. (Varsovie), Conférence intitulée: 
Die Logik und das Grundlagenproblem. 

Prof. Dr Mazurkiewicz S. (Varsovie). 

Prof. Dr Sierpinski W. (Varsovie). Conférence intitulée: 
Daxiome du choix et l'hypothèse du continu. 

Il est en outre à signaler le séjour à l’étranger, dans les 
buts scientifiques, de MM.: Prof. Dr Biernacki M., Dr Ko- 
zakiewiez W., Prof. Dr Krygowski Z. et Doc. Dr Mar- 
cinkiewicz J. à Paris, Dr Kac M. à Baltimore, Dr Seipelt 
Lidia à Berlin et Mgr Wrona W. à Amsterdam. 
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MATHEMATICIENS ETRANGERS EN POLOGNE 


Georgieff G. (Sofia) à Varsovie. Communications à la Sec- 
tion de Varsovie, séance du 28. X. 1938, p. 251, 
Dr Offord A. C. (Cambridge) a Wilno. 


LIVRES ET PERIODIQUES PARUS 


Acta Arithmetica 3, (Warszawa 1938, Séminaire Mathéma- 
tique de l’Université Libre de Pologne, p. 131). Contient 8 tra- 
vaux de 6 auteurs. 

Fundamenta Mathematicae 31 (Warszawa 1938, Seminarium 
Matematyezne, Oczki 3, p. IV+320). Contient 30 travaux 
de 26 auteurs. 

Opuscula Mathematica 2 (Kraków 1938, Institut de Mathé- 
matiques de l’Ecole des Mines à Cracovie, p. 15). Contient 
5 travaux de 2 auteurs. 

Prace Matematyezno-Fizyezne 46 (Warszawa 1939, Société 
des Sc. et des Lettres de Varsovie, p. VI+ 358). Contient 13 tra- 
vaux de 14 auteurs. 

Wiadomości Matematyczne 45 (Warszawa 1938, p. IV +137). 
Contient 7 travaux de 7 auteurs. 

Wiadomości Matematyczne 46 (Warszawa 1939, p. ITV +160). 
Contient 7 travaux de 7 auteurs. 

Bulletin du Groupe Polonais adhérent du Comité de VAca- 
démie Internationale d'Histoire des Sciences. Année 1937 (Wia- 
domo$ci Matematyczne, Supplément au volume 44, Warszawa 
1938, p. I1+178). Contient 8 travaux de 4 auteurs. 

Bulletin du Groupe Polonais adhérent du Comité de V Aca- 
démie Internationale d'Histoire des Sciences. Année 1938 ( Wia- 
domosei Matematyczne, Supplément au volume 45, Warszawa 
1939, p. IV+158). Contient 3 travaux de 2 auteurs. 

Bulletin du Groupe Polonais adhérent du Comité de VAca- 
démie Internationale d'Histoire des Sciences. Année 1938 ( Wia- 
domosei Matematyczne, Supplément au volume 46, Warszawa 
1939, p. I1+138). Contient 3 travaux de 2 auteurs. 

Doc. Dr Saks S. et Prof. Dr Zygmund A. Funkcje Ana- 
lityezne (Monografie Matematyczne 10, Warszawa-Lwöw-Wilno 
1938, p. VI+431), en polonais. i 
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Prof, Dr Plamitzer A. Geometria Rzutowa Uktadéw Pta- 
skich à Powierzchni Stopnia Drugiego (Warszawa 1938, Komitet 
Wydawniczy Podręczników Akademickich, p. XVI-+ 224), en 
polonais. 

Prof. Dr Weigel K. Geodezja ( Miernictwo) (Warszawa 1938, 
Komitet Wydawniezy Podreezniköw Akademickich, p. XI+ 
+468), en polonais. 

Prof. Zylinski E. Geometria Analityezna (Warszawa 1938, 
Komitet Wydawniczy Podręczników Akademickich, p. XI+386), 
en polonais. 

Prof. Dr Borsuk K. Gwiczenia z Analizy Matematyeznej 
(Komisja Wydawnicza Kola Matematyczno-Fizycznego Słu- 
chaczów U. J. P., Warszawa 1938, p. VII+174), lithographié, 
en polonais. 


ANALYSES 


S. Saks. Theory of the Integral (Second Revised Edition), 
English translation by L. ©. Young, with two additional 
Notes by S. Banach, Monografie Matematyczne 7. Warszawa- 
Lwów 1937, p. VII+347. 


La première édition de ce livre a paru en français en 1933 (comme le 
volume 2 de la même collection) et a été vite épuisée. La nouvelle édition en 
diffère notablement par l’ensemble des matières traitées et par leur dispo- 
sition. Il y est tenu compte d’un grand nombre de résultats intéressants 
et importants obtenus au cours des derniéres années, et c’est la théorie 
de la mesure et de l’intégrale dans l’espace abstrait — et non pas dans 
l’espace euclidien (comme dans la première édition) — qui est choisie pour 
le point de départ de Vexposé. Cette disposition exige peut-être un peu 
plus d’effort de la part du débutant, mais présente plusieurs avantages: 
elle permet de traiter dans une méme conception, non seulement la théorie 
classique de Lebesgue, mais aussi d’autres théories analogues, ayant une 
grande importance dans différentes branches de l’Analyse (p. ex. la theorie 
de l’intégrale de Lebesgue-Stieltjes, de Vintégration dans certains espaces 
à infinité de dimensions, de la longueur des ensembles, etc.). C’est aussi 
grâce à cette disposition que le volume a augmenté de peu, bien que l’en- 
semble des questions qui y sont étudiées a subi un agrandissement con- 
sidérable. 

Voici le résumé des matiéres traitées. 

Dans le Chapitre I, l’auteur introduit la notion de mesure comme 
fonction d'ensemble non négative et complètement additive; au moyen 
de cette notion, il obtient (suivant le connu procédé de Lebesgue) la 
définition de l'intégrale dans l’espace abstrait. Bien que les hypothèses 
admises sur l’espace en question soient d’une grande généralité, l’intégrale 
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conserve la majorité des propriétés connues. Ainsi, on retrouve p. ex. le th. sur 
le changement de la variable (plus précisément, le th. sur le changement de la 
mesure) sous le signe d’integration, le th. de Fatou sur l’integration des 
suites de fonctions, le th. sur l’équivalence de la notion d’integrale indé- 
finie et de fonction d’ensemble absolument continue (Radon-Nikodym). 
Méme le th. fondamental de Fubini sur les intégrales multiples y est 
étendu aux espaces abstraits. 

Le Chapitre II est consacré a la théorie de la mesure de Carathéodory 
dans l’espace métrique. Nous retrouvons ici, entre autres, la démonstra- 
tion de la mesurabilité des ensembles de Borel et des ensembles A de Souslin. 

Dans le Chapitre III, l’auteur se borne principalement à l’espace eucli- 
dien à m dimensions Rm. En se basant sur les chapitres précédents, l’auteur 
y développe d’une façon détaillée la théorie de l’intégrale de Lebesgue- 
Stieltjes. Dans le cas m=1, nous trouvons aussi le second théorème de 
la moyenne, ainsi que le théorème sur l'intégration par parties. Notons 
aussi la généralisation d’un curieux critère de Plessner, qui permet de 
distinguer les fonctions absolument continues parmi les fonctions à va- 
riation bornée. 

Le Chapitre IV est consacré aux questions concernant la théorie de 
la différentiation des fonctions additives d'ensemble. On y trouve p.ex. 
le th. de Lebesgue sur la différentiation des fonctions à variation bornée, 
le th. de Fubini sur la différentiation des suites de fonctions, le th. de 
de la Vallée Poussin sur la décomposition des fonctions à variation 
bornée, quelques théorèmes intéressants de Ward sur la différentiation 
des fonctions d'intervalle et enfin la démonstration du th. suivant: si la 
fonction |f\(log*|j|)" ‘test intégrable dans Rm, l'intégrale de la fonction f admet 
presque partout une dérivée forte, égale à f. En outre, on y trouve certains 
théorèmes sur la différentiation dans les espaces abstraits avec des applica- 
tions à la théorie del intégrale dans le cube à infinité;de dimension (Jessen). 

Le Chapitre V contient ’exposé de la notion d’aire d’une surface 
z=F (x,y), basé sur la notion d’integrale de Burkill et sur celles introduites 
auparavant. Nous y trouvons les théorèmes de de Geöcze, de Radó 
et le th. fondamental de Tonelli sur la représentation de l’aire par 
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Le Chapitre VI est consacré à la théorie de l’intégrale de Perron, basée 
sur la notion de fonctions majorantes et minorantes, et de l'intégrale de 
Perron-Stieltjes. Comme application, l’auteur y donne la démonstration 
du profond th. de Looman-Menchoff: u(z,y) et v(x,y) étant des fonctions 
continues des variables x et y, si Pon a en tout point u,—®, et u,=—v,, la 
fonction u+ iv est holomorphe. 

Dans le Chapitre VII, l’auteur étudie en détails la notion de fonction 
à variation bornée généralisée (au sens étroit et au sens large) et démontre 
des théorèmes sur la différentiation de ces fonctions (Denjoy, Lusin, 
Khintchine). 
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Ces résultats trouvent leur applications dans le Chapitre VIII, ot 
sont exposées les théories constructive et descriptive des deux intégrales 
de Denjoy (au sens étroit et au sens large) et où l’on trouve aussi le th. 
de Looman-Alexandroff sur l’équivalence de l’intégrale de Perron à celle 
de Denjoy au sens étroit. 

Le Chapitre IX, qui est consacré à la theorie de la différentiation 
des fonctions le plus générales d’une et de deux variables, traite des plu- 
sieurs questions différentes. On y trouve d’abord la démonstration de trés 
beaux (et récents) théorémes sur le contingent des ensembles de points; 
ce sont des généralisations essentielles des théorèmes concernant les tan- 
gentes aux courbes et aux surfaces. Comme application, l’auteur en dé- 
duit le th. fondamental de Denjoy sur les nombres dérivés. On y trouve 
aussi des théorèmes sur la différentiation par rapport à une fonction ar- 
bitraire, une intéressante condition nécessaire et suffisante de Banach 
pour qu’une fonction d’une variable soit 4 variation bornée; une discussion 
de la signification de la condition N de Lusin pour la théorie de l’inté- 
gration, les théorémes sur la superposition des fonctions absolument con- 
tinues, le th. de Khintchine sur la différentiation approximative, et enfin 
les théorémes sur la différentielle totale (ordinaire et approximative) des 
fonctions de deux variables. 

L’Annexe contient deux notes de Banach (sur la mesure de Haar 
et sur l’intégrale de Lebesgue dans les espaces abstraits). 

Le volume se termine par une Bibliographie trés détaillée. 

A côté de la richesse du contenu, le livre se distingue par l’exposition 
très soigneuse au point de vue didactique. Mais sa valeur réside avant 
tout dans l’originalité non seulement en ce qui concerne les sujets qui ont 
trouvé pour la premiére fois leur exposé méthodique dans ce livre, mais 
aussi dans le fagon de traiter les résultats connus depuis longtemps: par- 
tout l’auteur apporte quelque chose de trés beau et trés personnel. Le 
lecteur qui connait par ailleurs le sujet du livre, s’en aperçoit aussitôt, 
surtout en lisant les démonstrations dont beaucoup sont tout à fait nouvelles. 

Le livre de M. Saks est un manuel excellent pour ceux qui désirent 
étudier d’une fagon plus approfondie la théorie métrique des fonctions de 
variable réelle. A. Zygmund. 


S. Saks i A. Zygmund, Funkcje analitycene, Wykłady 
uniwersyteckie (Fonctions analytiques, Cours universitaire), Mo- 
nografie Matematyczne 10, Warszawa—Lwéw—Wilno 1938, 
p. VIII+432, en polonais. 

Ce cours de la Théorie des Fonctions Analytiques s’éloigne de considé- 
rablement de la méthode traditionnelle, où l’on s’appuyait sur les éléments 
topologiques sans les exposer toutefois avec une précision nécessaire, ou bien, 
on suivait Weierstrass, n’employant que des moyens purement analytiques. 
La première de ces méthodes cause souvent des ennuis aux lecteurs (sur- 
tout aux débutants), tandis que la seconde dissimule parfois le vrai sens 
intuitif des raisonnements. 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 18 
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Les auteurs ont choisi une autre voie: „sans renoncer à l'application 
de l’appareil de la Géométrie et de la Théorie des Ensembles, ils ont ce- 
pendant cherché de le limiter de façon qu’il puisse être établi et précisé 
sans causer de difficultés au débutant“ (Préface, p. IV). 

Cette idée principale des auteurs a eu pour effet l’ordre de la filiation 
des théorèmes assez différent de celui qu'on rencontre d'habitude. Ainsi 
p.ex. le théorème de Cauchy sur l'intégrale le long d’un contour n’est 
prouvé d’abord que pour les rectangles (Ch. II) et généralisé plus tard 
(Ch. IV), après la démonstration du théorème de Runge. 

Il y a d’autres points du cours où les auteurs abandonnent fort heu- 
reusement les méthodes traditionnelles: p. ex. les éléments analytiques 
y sont définis comme les fonctions méromorphes (et non pas comme des 
séries entières); grâce à cela il ne faut plus ajouter les pôles. 

Les théorèmes, énoncés toujours très rigoureusement, sont accompagnés 
d’une caractérisation de leur rôle dans la théorie; les démonstrations dé- 
taillées sont souvent précédées par des explications importantes concernant 
leur idée directrice (comme p. ex. le théorème de Runge, p. 166, le théo- 
rème de Riemann, p.222). C’est ainsi que les auteurs ont réussi d'associer 
à la valeur scientifique de leur exposé, de grandes valeurs intuitives. 

L'appareil auxiliaire de la Théorie des Ensembles est succintement 
exposé dans une Introduction de 42 pages. Beaucoup de lecteurs s’en ser- 
viront simplement comme d’une énumération explicite — et très commode — 
des notions et des théorèmes topologiques qui interviennent dans la suite. 

Le livre contient près de 400 exercices. Il y a parmi eux des exemples 
et des théorèmes classiques (le théorème de Gauss sur les racines de la dé- 
rivée d’un polynôme, le théorème de Hadamard-Ostrowski sur les 
séries lacunaires, etc.) ainsi que des résultats plus récents (le théorème de 
Morera-Carleman, un théorème de Mazurkiewicz sur le domaine 
d’une fonction holomorphe etc.). 

Les auteurs y donnent aussi de nombreuses indications concernant 
les problèmes moins élémentaires dont ils ne purent pas tenir compte 
dans le texte (p.ex. le théorème de l’uniformisation, certaines questions 
concernant la représentation conforme, l'hypothèse de Riemann sur les 
racines de la fonction ¢(s) ete.); ces indications peuvent être utiles au lecteur 
comme point de départ pour ses études ultérieures. 

Parmi les principaux sujets traités dans le cours, il se trouvent des 
questions qui, d'habitude, ne sont pas mentionnées dans les manuels (p. ex. 
la définition analytique de la connexité multiple, etc.) et qui sont expo- 
sées d’une façon tout-à-fait originale. 

Voici un bref resumé du livre. 

Introduction: Théorie des Ensembles. Ensembles. Espaces topologiques. 
Le plan ouvert (le plan au sens ordinaire) et le plan de Gauss (le plan com- 
prenant le point à linfini), les deux traités comme des espaces topologi- 
ques. Tous les théorèmes sur les domaines, les réseaux et les courbes qui 
seront appliqués dans la suite. 
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Ch. I. Fonctions d’une variable complexe. Continuité, convergence uni- 
forme et régulière, Familles normales. Dérivée et différentielle totale. 
Fonctions élémentaires. Les branches du logarithme et de la puissance 
d’une fonction. L’angle et les transformations qui conservent les angles. 
Intégrale curviligne. 

Ch. II. Fonctions holomorphes. Relations entre la fonction primitive 
et l'intégrale le long d’une courbe. Théorème et formule de Cauchy (pour 
un rectangle et pour un système de rectangles). Théorèmes de Liouville, 
Weierstrass, Stieltjes-Osgood et Morera. „Spiegelungsprinzip“ de Schwarz. 

Ch. III. Fonctions méromorphes. Les series de Taylor et de MacLaurin. 
Théoréme d’Abel. Points singuliers. Théoréme de Casorati-Weierstrass. 
Fonctions méromorphes et rationnelles. Résidus. Théorémes de Rouché 
et de Hurwitz. Differentes proprietes des fonctions méromorphes et des 
transformations qu’elles effectuent. Définitions et théorémes préparatifs 
sur les fonctions de deux variables. 

Ch. IV. Méthodes géométriques élémentaires de la théorie des fonctions. 
Théorème de Runge (traité d’une façon très claire et précise; en parti- 
culier la discussion détaillée de la translation des pöles). Théoréme de 
Cauchy pour les domaines simplement connexes. Formule de Jensen-Ne- 
vanlinna. Accroissement du logarithme le long d’une courbe. Index d’un 
point par rapport à une courbe. Méthode des résidus. Fonctions de deux va- 
riables. Applications topologiques: théoréme de Jordan pour polygones, 
définition analytique de la connexité multiple. 

Ch. V. Représentation conforme. Transformations homographiques et 
conformes. Facteurs de Blaschke. Lemme de Schwarz. Théoréme de Rie- 
mann (avec la démonstration d’après Carathéodory-Fejér- Riesz). „Verzer- 
rungssatz“ de Koebe et théorème de Radó. Formules de Schwarz-Christoffel. 

Ch. VI. Fonctions analytiques. Element analytique, prolongement 
analytique, fonction analytique et ses points critiques. Théorémes sur l’in- 
version d’une fonction analytique, sur la monodromie, de Poincaré-Volterra, 
sur les fonctions algébriques. Notion de surface de Riemann. 

Ch. VII. Fonctions entières. Fonctions méromorphes dans tout le plan 
ouvert. Théorèmes classiques sur la représentation des fonctions (de 
Weierstrass et Mittag-Leffler, méthode de Cauchy) avec de nombreux 
exemples. Théorème sur l’ordre d’une fonction entière (Borel, Hadamard). 
Théorèmes de Picard, Schottky, Montel, Landau. Directions de Julia. 

Ch. VIII. Fonctions elliptiques. Définitions et théorèmes sur les fonc- 
tions périodiques et elliptiques. Fonctions spéciales: Ø, £, g, fonction mo- 
dulaire, et leurs applications (représentations des fonctions elliptiques). 
Intégrales elliptiques. 

Ch. IX. Fonctions T(s) et £(s). Séries de Dirichlet. Propriétés fonda- 
mentales des fonctions Is), B(p,q) (formules de Legendre, Hankel, Stir- 
ling) et £(s) (l’équation fonctionnelle, les racines). Séries de Dirichlet: 
convergence dans le demi-plan, représentation des fonctions holomorphes 
dans le demi-plan par les séries de Dirichlet, etc. 
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Le livre de MM. Saks et Zygmund constitue un véritable progrès 
dans la littérature de la Théorie des Fonctions, tant grâce à sa méthode 
qu’a sa forme. Il est à souhaiter que cet excellent Cours, tout-à-fait mo- 
derne, soit traduit en une des langues „internationales“. 

Z. Charzynski et E. Szpilrajn. 


Eustachy Żyliński, Geometria Analityczna. Komitet Wy- 
dawniczy Podręczników Akademickich przy Ministerstwie Wy- 
znan Religijnych i Oświecenia Publicznego, Warszawa 1938, 
p. XI+386, en polonais. 


C’est un précis de la géométrie analytique, adapté à peu près aux 
programmes des premières années d’études aux universités polonaises. 
L'auteur ne considère (sauf dans une annexe à la fin du livre) que les es- 
paces euclidiens et projectifs réels de dimension <3 (le cas du plan et celui 
de l’espace à trois dimensions étant traités simultanément). Il se borne 
à la géométrie analytique élémentaire, en évitant méthodiquement tout 
raisonnement basé sur la notion de limite ou de continuité. Ce soin d’être 
compris par le débutant ne l’empêche pas d'approfondir le sujet traité. 

L'ouvrage se compose d’une Introduction (contenant les notions les 
plus élémentaires de la théorie des vecteurs), de 15 Chapitres et de 6 Anne- 
xes. Dans le Chapitre I, l’auteur introduit les coordonnées (avant tout 
cartésiennes rectangulaires et obliques) de points et de vecteurs, avec les 
formules concernant leurs transformations. Aprés quelques considérations 
générales et tout à fait élémentaires, qui concernent la notion d’équation 
de figure géométrique et qui occupent le Chapitre II, l’auteur passe, dans 
le Chapitre III, à ’exposé méthodique de la théorie des droites et des plans. 
Les propriétés de la circonférence et de la sphère constituent le sujet du 
Chapitre IV. Le Chapitre V contient une introduction synthétique à la 
théorie des côniques et la détermination de leurs équations dans les coor- 
données polaires et cartésiennes. Dans le Chapitre VI, on trouve une clas- 
sification exacte des courbes du second degré. L'auteur y utilise la théorie 
des matrices et des formes quadratiques, dont l'exposé plus détaillé se 
trouve dans les annexes. L’étude sommaire des côniques constitue le Cha- 
pitre VII et les propriétés spéciales de l’ellipse, de l’hyperbole et de la 
parabole forment le sujet du Chapitre VIII. Le Chapitre IX contient la clas- 
sification des surfaces du second degré. Les résultats en sont recueillis en 
une table. Les Chapitres X et XI contiennent l'étude sommaire des qua- 
driques et des propriétés spéciales des cônes, cylindres, ellipsoides, hyper- 
boloïdes et paraboloïdes. Toutes ces récherches concernent le plan ou 
l’espace euclidien sans points dans linfini. Ces derniers points sont intro- 
duits dans le Chapitre XII, qui contient en outre la théorie des coordonnées 
homogènes et une introduction aux notions de la géométrie projective 
(faisceaux de droites et de plans, théorème de Desargues, côniques dans 
le plan projectif etc.). Le rapport anharmonique et ses applications (p.ex. 
à la théorie des polaires) constituent le sujet du Chapitre XIII. L’étude 
des propriétés du plan projectif est complétée par le Chapitre XIV. On 
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y trouve la definition des coordonnees projectives et leurs application 
à la théorie des côniques, les théorèmes de Pascal et de Brianchon et 
le principe de dualite. Enfin, le Chapitre XV constitue une introduction 
à la theorie des transformations géométriques. En commençant par la 
définition des transformations biunivoques générales d’un ensemble, l’auteur 
s’ y occupe successivement des transformations projectives, affines, homo- 
thétiques et isométriques de la droite et du plan projectifs. Il détermine 
les invariants caractéristiques de ces transformations, ce qui lui permet 
de faire connaître au lecteur la classification moderne des géométries comme 
des théories des invariants de certaines classes de transformations (le 
célèbre „Programme d’Erlangen“ de F. Klein). 

Les cinq premières Annexes contiennent les notions et les théorèmes de 
l’algèbre, qui sont indispensables pour la lecture du texte. Dans la première 
de ces annexes, l’auteur donne quelques notions sur les matrices, dans la 
deuxième — la théorie des déterminants, la troisième est consacrée à la 
théorie des équations linéaires, la quatrième à quelques propriétés des 
matrices orthogonales et symétriques, et la cinquième traite des formes 
quadratiques et des polynômes du second degré. Enfin, la sixième annexe 
contient une courte introduction à la théorie des espaces euclidiens com- 
plexes et à la géométrie des espaces euclidiens à un nombre arbitraire de 
dimensions. K. Borsuk. 


H. Steinhaus, Mathematical Snapshots (G. E. Stechert 
& Co., New York 1938). 136 pages; 180 figures, anaglyphes 
et cartes colorées dans le texte; 4 modeles, 1 jeu de 32 cartes 
avec 4 desseins animés et 1 paire de lunettes rouges-vertes 
hors texte. 


H. Steinhaus, Kalejdoskop Matematyczny (Ksiaznica Atlas, 


Lwöw-Warszawa 1938). Edition jumelle à texte polonais. 

Opuscule déstiné pour des laïques, remarquable par sa méthode de 
vulgarisation scientifique et sa technique de publication. L’auteur procède 
par un choix très recherché des véritables curiosités mathématiques et 
par des moyens parfois nouveaux et ingénieux de les étaler, toutes ma- 
térialisées, devant le lecteur. Tel est p.ex. le modèle du dodécaèdre ré- 
gulier en deux pièces de carton: sorti de sa pochette, faite dans la reliure 
du livre, il se redresse par la contraction d’un élastic circulaire qui tend 
automatiquement à en occuper l’équateur. 

Ayant frappé l'imagination du lecteur, l’auteur éveille ses facultés 
de déduction par des textes très brefs et rigoureux qui expliquent les 
illustrations: souvent ils contiennent en germe les réponses aux questions 
qui peuvent surgir dans l’esprit du lecteur intelligent. 

Parmi les matières choisies, pour la plupart bien connues des mathé- 
maticiens, on trouve quelque fait très récent ou même nouveau. Elles 
relèvent de la théorie des nombres et de l’algèbre (nombres de Fibonacci, 
triangle de Pascal, problèmes combinatoires, jeux, réseaux, parquetages, 
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en particulier l’élégante application du nid d’abeille au systeme électoral 
proportionnel), des géométries euclidienne, analytique et projective (dé- 
compositions du triangle et du carré, échelle logarithmique, le longimétre 
de Steinhaus, les cöniques, polyédres réguliers, perspective, theoreme de 
Pohlke ete.), de la topologie (les ponts de Königsberg, le probleme des 
4 couleurs, la construction d’une courbe péanienne remplissant le carre 
d’apres Sierpinski, surfaces unilatérales, surfaces bilatérales & bord faisant 
noeud, enlacements), du calcul des variations (probleme de Plateau), de 
la mécanique rationnelle (theoreme de Copernic sur le cercle roulant dans 
un autre de rayon double, chute sur une cycloide, flotteurs équilibrés d’ Auer- 
bach ete.), des probabilités (loi de Gauss) et des applications (nomographie, 
harmonie musicale, crystallographie, statistique ete.). Les remarques finales 
renseignent Je lecteur sur l’origine ou les sources bibliographiques des 
sujets traites. B. Knaster. 


Table des matiéres 
du t. XVII 


Leja F., Sur une famille de fonctions harmoniques liées à une fon- 
ction donnée dans un intervalle ..........4...... 
Borsuk K., Contribution à l’étude des transformations essentielles . 
Cotton E., Sur les courbes tracées sur une surface . . . . . . . . 
Marcinkiewicz J., Sur quelques intégrales du type de Dini... . 
— Quelques théorèmes sur les séries orthogonales lacunaires. . . 
Wajnsztejn D., Binäre Matrizenformeln für die Clifford-Zahlen 
Popovici C., Sur les formes que doit avoir un vase qui, plongé 
dans l’éau, la partie immergée soit une fonction donnée x,(x) de 


laghauteur: totaleioldusyasen. Teie kae EC ERIC EN 
Nikodym O., Sur un théorème concernant les fonctions au carré 
SOMMEbIE:.. Near: CNE leere ee een ie ee 
Comptes-rendus de la Société Polonaise de Mathématique, année 
1938, Janvier une nors! meet er lee IC 
Re ICL LE PSE” Le NT NP NE EE 
Zaremba S. K., Remarque sur les intégrales premières des systèmes 
d'équations différentielles Soleo d OG homo oc © oc 
Nikodym O., On Boolean fields of supspaces in an arbitrary Hilbert 
SPACE EN Mere is. tele moe Te Vous sc Micelle ee 4 donload 
Kawaguchi A., Einige Sätze über die Extensoren . . . . . . . . 


Gołąb St., Sur quelques point concernant la notion du comitant . 
Lebesque H., Sur l’équivalence des polyèdres, en particulier des 
polyèdres réguliers, et sur la dissection des polyédres réguliers 


eniypolyédres) réguliers he. s rs etes cime nents © . 
Leja F., Sur les points zeros des fonctions analytiques de ne 

able MR. ole AB oe ouai OG © 
Herzberg J., Sur la notion de collectif .-.........:... 


Comptes-rendus de la Société Polonaise de Mathématique, année 
1938; :juillet décembre l nuo: LC UE nee EN re 


130 
131 
138 


166 
177 


193 


DRUKARNIA UNIWERSYTETU JAGIELLONSKIEGO POD ZARZ. J. FILIPOWSKIEGO 


Les publications de la Société Polonaise de Mathématique ont 
paru pour la première fois en 1921 sous le titre de »Rozprawy 
Polskiego Towarzystwa Matematycenego« en un volume compre- 
nant aussi bien des mémoires de langue polonaise que des mé- 
moires rédigés en d’autres langues. Depuis 1922, l'organe de la 
Société porte le titre d’Annales de la Société Polonaise de 
Mathématique; les travaux de langue polonaise paraissent dans 
un Supplément (Dodatek do Rocenika Polskiego Towarzystwa 
Matematycznego), le corps du volume étant réservé aux travaux 
de langues frangaise, anglaise, italienne et allemande. 


Les tomes I — XVII contiennent 170 mémoires et notes des 
67 auteurs suivants: 


Abramowicz K., Auerbach H., Bielecki A., Biernacki M., Bilimowitch A., 
Borsuk K., Bouligand G., Cartan E., Chwistek L., Cotton E., Delsarte J., 
Durañona y Vedia A., Flamant P., Fréchet M., Gambier B., Garcia G., Giraud G., 
Glass S., Godeaux L., Golab S., Hadamard J., Herzberg J., Hildebrandt T., 
Hlavatý V., Hoborski A., Janet M., Kawaguchi A., Kempisty S., Kobrzyn- 
ski Z., Kołodziejezyk S., Kozakiewicz W., Labrousse A., Lainé E., Lebesgue H., 
Leja F., Lichtenstein L., Marcinkiewicz J., Montel P., Niklibore L., Niko- 
dym O., Perausöwna I., Popovici ©., Rosenblatt A., Le Roux J., Rudnicki J., 
Ruziewiez S., Sakellariou N., Saks $., SE F., Sieczka EF., Hoi W. 
Slebodzinski W, Stamm E., Stożek W., Tonolo AS Tsortsis A Turowicz A., 
Turski S., oek W., Va M, Vitali G., Wajnsztejn D., Wazewski Ts 
von Weyssenhor J. Wilkosz W,, deserve S., Zaremba S. K. 


Le prix de chaque volume est de 12 zlotys excepte quelques 
| tomes dont le prix est plus bas, celui d'un Supplément est de 
3 zlotys. 

La collection contenant les tomes XVII est en vente au 
pris de 150 zlotys (le tome I est épuisé, mais il sera réimprimé). — 
Les payments peuvent être effectués par chèque de la Caisse 
d’épargne postale polonaise: P. K. 0. au compte de: Polskie 
Tow. Matematyczne, Kraków, Nr. 406-852, ou par mandat in- 
ternational & l’adresse: 


Administration des Annales de la Soc. Polonaise de Mathématique 
Kraköw (Pologne), ul. Gotebia 20. 


25 
5 


